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ROZDZIAL I

WPROWADZENIE

Rozpocznijmy od przypomnienia odlegtosci Poincarégo p w kole jednostkowym
E={XeC: |N\<1}:

14+ ’ A1—XAo
1 -
PO, ) i= = In— ALy N, e B
2 q_ ‘L)\g
1—X1 2

Wiadomo, Ze topologia zadana przez odleglo$é p jest zwykta topologia euklidesowa,
ze (E, p) jest przestrzenia zupela oraz, ze z punktu widzenia geometrii (E, p) jest
przestrzenia nieeuklidesowa. Dla nas najwazniejsze jest to, ze odleglos¢ p jest
»zgodna” ze struktura odwzorowan holomorficznych f: F — E. Prawdziwe sa
bowiem nastepujace twierdzenia.
(a) Dla dowolnej funkcji f € O(E, E) (*) mamy:

p(f(M), F(A2)) <p(A1,A2), A, da € E (%),
W szczegolnosci, dowolny automorfizm kola E jest p-izometrig.
(b) Dla dowolnej funkcji f € O(E, E), jezeli

p(f(A), F(A2)) = (A1, A3) dla pewnych ] # A3,

to f € Aut(E) (3).
(c) Dla dowolnego odwzorowania f: E — E, jezeli

ng()\l)af()ﬁ)) :p()‘la)‘Q)a A1, Az EE(4),
to f € Aut(E) lub f € Aut(FE).

Na szczegélna uwage zastluguje ostatnia wlasnosé. Oznacza ona, ze z punktu
widzenia teorii funkcji holomorficznych nie ma nieregularnych p-izometrii.

W tym momencie pojawia si¢ naturalne pytanie, czy podobna odlegtosé (lub
choéby tylko pseudoodleglos$é) dp da sie znalezé dla dowolnego obszaru D C C™
— mamy nadzieje, iz badajac przestrzeni (D,dp) uzyskamy pewne informacje o
strukturze przestrzeni O(D) (5).

Definicja 1.1. Niech ® oznacza klase wszystkich obszaréw D C C™ przy dowol-
nym n. Niech d = (dp)peo» bedzie rodzing funkcji dp: D x D — [0, 00).
Rodzing d nazywamy holomorficznie niezmienniczg, gdy dg = p oraz dowolne
odwzorowanie F' € O(D, G), gdzie D, G € D, jest d-kontrakcjq, czyli:

dg(F(Zl),F(ZQ)) < dD(Zl,ZQ), 21,29 € D.

(1) Przez O(X,Y) oznaczamy zbiér wszystkich odwzorowan holomorficznych f: X — Y.
(3) Tzn. f: E — E jest p-kontrakcijg.

(3) Przez Aut(X) oznaczamy grupe wszystkich automorfizméw holomorficznych f: X — X.
() Tzn. f: E — E jest p-izometrig.

(°) 0(x) := 0(X, C).



Powiemy, ze odwzorowanie F': D — G jest d-izometrig (F € Isomy(D,G))
jezeli
dG(F(Zl),F(ZQ)) :dD(Zl,ZQ), 21,22 eD.
W przypadku, gdy kazda z funkcji dp jest pseudoodleglo$cia méwimy, ze d jest
holomorficznie niezmienniczg rodzing pseudoodlegtosci.

Tak wiec, jezeli d jest holomorficznie niezmiennicza rodzina funkcji, to dowolne
odwzorowanie biholomorficzne F': D — G jest d-izometria. W szczegdlnosci,
Aut(D) C Isomy(D, D). Jak wiadomo, istnieje wiele rodzin holomorficznie nie-
zmienniczych. Najwazniejsze z nich to:

— pseudoodlegtosé Carathéodory’ego [Car]:

cp(z1, 22) = sup{p(f(z1), f(22)): f € O(D, E)}, 21,22 € D;

— funkcja Lemperta:

kp (21, 22) == inf{p(A1, A2): JocoE,p): p(A1) = 21, ©(A2) = 22}, 21,22 € D;
— pseudoodlegtosé Kobayashi’ego ([Kob], § 4.1):
kp :=sup{p: p jest pseudoodleglosciag na D, p < IED},
— zespolona funkcja Greena [Kli]: §p := p(0, gp), gdzie

gp(z1, 22) := sup{u(z2): u: D — [0,1)
jest funkcja logarytmicznie plurisubharmoniczna,

I ms0: u(z) < M|z =z, 2 € B(z1,7)}, 21,22 € D.

Wiadomo (np. [Jar-Pfl], § 4.1, § 4.2), ze (¢p)peo 1 (kp)pen sa holomorficznie nie-
zmienniczymi rodzinami pseudoodleglosei, zas (IED) peo 1 (§p)peo — rodzinami
holomorficznie niezmienniczymi. Ponadto, dla dowolnej rodziny holomorficznie
niezmienniczej d mamy: cp < dp < kp. Trudno powiedzieé, ktéra z rodzin holo-
morficznie niezmienniczych jest najbardziej uzyteczna w analizie zespolonej —
wszystko zalezy od konkretnej sytuacji. Problem wyboru nie istnieje w przypadku
obszaréow biholomorficznych z obszarami wypukltymi. Prawdziwe jest bowiem wt-
edy nastepujace Twierdzenie Lemperta.

Twierdzenie 1.2 ([Leml], [Lem2]). Jezeli D C C™ jest obszarem biholomor-
ficznym z obszarem wypuklym, to cp = kp. Oznacza to, Ze dla dowolnej rodziny
holomorficznie niezmienniczej d mamy: cp = dp = kp dla dowolnego obszaru D
biholomorficznego z obszarem wypuklym.

W szczegdlnodci, jezeli D, G € ® sa obszarami biholomorficznie rownowaznymi z
pewnymi obszarami wypuklymi, to mozna méwi¢ o izometriach zespolonych
F: D — G majac na mysli d-izometrie dla dowolnego (pewnego) d.
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Rozdzial II. bedzie po$wiecony badaniu d-izometrii dla iloczynéw kartezjan-
skich obszaréw. Ustalmy holomorficznie niezmiennicza rodzine pseudoodlegtosci d
oraz d-izometrie

F=(F,...,F,): Dy X - XDy, — Gy X -+ X Gy,
gdzie D; C C% dla j = 1,...,m, G C C? dla k = 1,...,n oraz dodatkowo
ar < - < am, f1 <o < By (6) (7). Interesuje nas odpowiedz na pytanie,
czy odwzorowanie F' ma skladowe F; takie, ze Fi(2) = ¢vi(25,), 2 = (#1,..., 2m),
gdzie ¢i: Dj, — Gy jest pewna d-izometria. Ponadto, bedziemy zainteresowani
oszacowaniem ilosci takich ,,dobrych” skladowych.

Najpierw rozwazymy przypadek, gdy obszary D; i Gy, sa kulami euklidesowymi.
Niech

Br :={(z1,...,2k) €C*: |2+ +|2]? < 1}

Przyjmijmy o := (a1,...,am), B := (B1,...,0n) € A i wprowadzmy nastepujace
wygodne oznaczenie:
df
axfB<=m<n, an < Bn, m-1<Pn-1,.--,01 < Bpn_m+1-
Jezeli m = 1, to zdefiniujmy:

0, gdyn>3, a; < fBh-2

Aa, B) = { 1

w przeciwnym przypadku -

)

Dla m > 2 definiujemy rekurencyjnie:
A(Oé, 6) = A((ala ceey Oém_l), (61) e aﬁn—3))a
gdy (TL >m+ 27 O, < ﬂn*27 (alv s 7O[’m71) = (ﬂla v 5/87173>)5

A, B) := A((al, cey @m—1), (B, .- ,Bn_l)) + 1, w pozostalych przypadkach.

Twierdzenie 1.3 (Twierdzenie 2.1.2). Niech
F=(F,...,F,) By, x---xB,, — Bg, x---xBg,

bedzie dowolng izometrig zespolong. Wtedy o < S i jesli s = Ao, 8) > 0, to
istniejq wskazniki

1§j1<<]5§m; 1§k1,...,k5§n,k##k,jdlaﬂ#l/,
takie, Ze Fy,(z) = wi(z;,), 2 = (21,...2m), gdzie @1 : Bo;,, — Bg,, jest pewng
izometrig zespolong, t =1,...,s.

Przypomnijmy (zob. [Jar-Pfl], § 2.2; [Kucz-Ray]), ze kazde z odwzorowan
musi by¢ holomorficzne lub antyholomorficzne.

(6) Te ostatnie zalozenia nie stanowia oczywiscie ograniczenia ogélnosci rozwazan.
(") Dla naszej wygody wprowadzmy ponadto oznaczenie A := {(a1,... ,qy), gdzie k > 1 i
a; <. <ol



Oszacowanie liczby sktadowych regularnych podane w Twierdzeniu 1.3 jest os-
tre (zob. Uwaga 2.1.6).

Twierdzenie 1.3 stanowi uogdlnienie kilku wezeéniejszych wynikow:

przypadek m = n byl badany w [Jar-Pfl] (Proposition 2.2.8) i [Kucz-Ray] —
wtedy Twierdzenie 1.3 daje: s = m, co zgadza sie w pei z [Jar-Pfl];

przypadek m = 1, n = 2 byl badany w [Zwol] — Twierdzenie 1.3 daje s = 1,
co zgadza si¢ z [Zwol];

przypadek m = 1, n = 3, ag = 1 = B2 = 3 = 1 to Remark 2.2.6(d) w
[Jar-Pfl] — na podstawie Twierdzenia 1.3 dostajemy s = 0, a wigc znéw mamy
pelna zgodnosé.

W dalszej czesci Rozdziatu I1. powrdcimy do sytuacji ogdlnej i zajmiemy sie
odpowiedzia na pytanie kiedy wszystkie skladowe izometrii F' sa ,,dobre”.

Definicja 1.4. Moéwimy, ze d ma wtasno$é produktowq, jesli dla dowolnych D, G €
® zachodzi wzor

dpxc((z1,w1), (22, w2)) = max{dp(z1, 22), dc (w1, w2)}, 21,22 € D, wi,ws € G.

Odnotujmy, iz nieréwnosé ,>" zachodzi zawsze i jest prosta konsekwencja
definicji rodziny holomorficznie niezmienniczej. Wiadomo (zob. [Jar-Pfl], Chapter
IX), ze pseudoodlegtosci Carathéodory’ego i Kobayashi’ego oraz funkcja Lemperta
maja wlasno$é¢ produktowa.

Moéwimy, ze para (D, dp), gdzie D € ®, spelnia warunek (x), jesli

(a) dp jest odleglodcia,

(b) dla dowolnego z € D istnieje ciag (x,,y,)52; C D x D taki, ze

dD(zl/az) = dD(yVaz) = (1/2)dD(zUayu) — o0,

v——+0o0o

dD(xljvyV) = dD(xmxvfl) + dD(l'uflvnyl) + dD(yvfla %/)7 veN,

(¢) dla dowolnego ciagu (x,,4,)52; C D x D majacego powyzsze wlasnosci
istnieje 1o takie, ze dla kazdego v > vy odcinek [x,,¥y.]qs, ma dokladnie jeden
$rodek (8).

Twierdzenie 1.5 (Twierdzenie 2.2.5). Zaldzmy, ze d ma wlasnos$é produktowq
oraz, ze kazda z par (Dj,dp;), j =1,...,m, (Gg,dg,), k= 1,...,n, ma wlasnosé
(). Przypusémy, ze a1 + -+ + @ = B1+ -+ + Bn. Niech

F:Dy x---xDy, — G x--xGy
bedzie bijektywng i ciggle d-izometrig. Wiedy m = n oraz (po ewentualnej permu-
tacji) Fi(z) = pi(2t), 2= (21,...,2m), gdzie o € Isomg(Dy, Gy), t=1,...,m.

Warunek (*) ma charakter wybitnie ,,techniczny”. W Rozdziale II. pokazemy,
ze zalozenia powyzszego twierdzenia sa spelnione w szczegdlnosci dla $cisle wy-
puklych obszaréw ograniczonych (zob. Propozycja 2.2.3).

®) [z,9]qp, = {€ € D:dp(z,&) +dp(§,y) = dp(x,y)}. Z kolei méwimy, ze £ € D jest
Srodkiem odcinka [1'7y]dD7 gdy 2dD (1'76) = 2dD(£7y) = dD (1'76) + dD (£7y) = dD(:B,y)
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W przypadku, gdy odworowanie F' jest biholomorficzne, problem ,przekatnio-
wego” rozktadu F byl badany np. w [Nara] (Chapter 5) (przy zalozeniu, ze brzegi
rozpatrywanych obszaréw nie zawieraja nietrywialnych zbioréw analitycznych),
czy tez w [Cyg] (brzegi klasy C?).

W Rozdziale III. zajmiemy sie specjalnym rodzajem d-izometrii jakim sa d-
geodezyjne zespolone.

Definicja 1.6. Dowolne odwzorowanie holomorficzne ¢ : E — D takie, ze

dD(SD()‘l)vcp(A2)) = p(>‘15 >‘2)a >‘15 >‘2 € Ea

nazywamy d-geodezyjng zespolong. W przypadku, gdy obszar D jest biholomor-
ficzny z obszarem wypuklym bedziemy méwié po prostu o geodezyjnych zespolo-
nych.

Idea geodezyjmych zespolonych pochodzi od Carathéodory’ego (»metrische
Ebene” w [Car]). Pomysl jest prosty: zastapi¢ badanie pary (D,dp) badaniem
pary (E,p) (a wigc niejako powrét do zrédel). Znajomosé geodezyjnych zes-
polonych dla jakiego$ obszaru D pozwala efektywnie badaé¢ dp. Trzeba wyraznie
powiedzie¢, ze geodezyjne zespolone sa znane dla bardzo niewielkiej klasy ob-
szaréw. Sa to: klasyczne obszary Cartana ([Aba)) oraz wypukte elipsoidy zespolone
([Pol], [Gen], [Dine-Tim|, [BFKKMP], [Jar-Pfl-Zei]) postaci

Ep) == {(21,...,2n) € CN ¢ 51| -4 [2n*PY <1}, p= (p1,...,PN), Pj > 0.

W pierwszej czesci Rozdziatu II1. zajmiemy sie znalezieniem efektywnych wzo-
réw na geodezyjne zespolone dla uogdlnionych wypuktych pseudoelipsoid zespolo-
nych. Uogdlnione pseudoelipsoidy zespolone ,rzedu 1” to elipsoidy zespolone
postaci zdefiniowanej powyzej. Uogdlnione pseudoelipsoidy zespolone ,rzedu 2”
to obszary postaci:

E:={(z1,...,2) €CN |21 || + - + ||z ||?P* < 1},
z; €CY, N=mni+---+n, (k>2),p; >0, j=1,... k.

Latwo wida¢, ze tak, jak w przypadku elipsoid zespolonych pseudoelipsoidy uogdl-
nione sg wypukle tylko wtedy, gdy p; > 1/2, j = 1,...,k. Dla »rzedu 3" defi-
niujemy (tak jak weze$niej wszystkie potegi wystepujace w ponizszym wzorze sg
dodatnie)

E:={(21,...,2,) €CV:

(|2171|2p1’1 4+ |Zl,m1|2pl’ml )Pl 4+ .4 (|Zk71|2pk,1 R |Zk,mk|2pk’mk )pk < 1},

— m; —
Zj—(Zj,l,...,Zj,mj)E(C i, N=mq+ -+ myg.
Wreszcie ogélnie
o Y
mo (™ M1 oedn 1 Pjissdn—1 Pj1.d2\ Pi1
Pp— . . . 2

E=<z: E E E T, <1y,

Jji=1 J2 Jn=1



Mo, Mj, i, € N*’ Dir oo > 0 (k; =1,....,n— 1)’ z = (2,’1,. ..,Zmo) S (CN, zj =
(Zj,l, Tt Zjﬂmj) (] =1,... 7m0>’ Zj1yedl—1 — (Zjlv---vjkfla:l? RN Zjlvwwjkfl,nljl ,,,,, Jk—1 )
(/{: = 2, Ceey n), Zi1,eedn S (C,

mjy Mgy,..., Jn—2

mo
N = Z Z Z My, dn—1

ji=1 J2 Jn—1=1

Dla wygody zapisu przyjmijmy poza tym, ze p;, .. j, = 1.
Stosujac powyzsze oznaczenia zdefiniujmy pewna klase (1) odwzorowan holo-
morficznych ¢ : E — CV.

Pt rejn (A) 1=
. . Sitsecin 7 - ) 1/Pjy,eid - Pitsend
(A U, i ) 1] <a_ _ ( 1= a5 )) "
= . . J15--50k o~ . ’
1 - a]l,---,]n)‘ k=1 1 a]la---v]kfl)\
gdzie

(FGaseidn) * Vit £ Q0),
(y,....jn € E),

)
g) (|O[j17»~1jk—1| = 1) == (O‘jly»»»ﬁjk - O‘jlﬁ---,jk71)v

My, Jk—1
(h) Qg1 = |a‘j11---7jk|2ajlw---7jk7
Jr=1
My, Jk—1
(i) 1+ |Oéj17»~1jk—1 |2 = Z |a‘j17»~1jk|2(1 + |O‘j11---1jk|2)'
Jk=1

Twierdzenie 1.7 (Twierdzenie 3.2.1). Jezeli uogdlniona pseudoelipsoida & jest
wypukta, to kazde odwzorowanie ¢ postaci (1) jest geodezyjng zespolong dla €. Na
odwrdt, jesli odwzorowanie holomorficzne ¢ : E — £ jest geodezyjng zespolong
takq, ze ;... # 0 dla wszelkich mozliwych (j1,...,jn), to ¢ jest postaci (1) (°).

W dalszej czesci Rozdziatu I11., korzystajac z efektywnych wzoréw na geode-
zyjne zespolone, podamy nowy elementarny dowdd nastepujacego podstawowego
twierdzenia klasyfikacyjnego.

Twierdzenie 1.8 (Twierdzenie 3.3.1). Niech E(p) i £(q) bedg wypukltymi elip-
soidami zespolonymi. Wtedy E(p) jest biholomorficznie réwnowazne z £(q) wtedy
i tylko wtedy, gdy p = q (z doktadnoscig do permutacii).

(°) Zauwazmy, ze warunek ©j1,....in 7 0 nie stanowi ograniczenia na ogélna posta¢ geodezyj-
nej zespolonej, gdyz geodezyjna zespolona w £ majaca jedna skladowa réwna tozsamosciowo
zeru jest, po oczywistych utozsamieniach, geodezyjna zespolona w wypuklej pseudoelipsoidzie
zespolonej nizszego wymiaru.



ROZDZIAL II

IZOMETRIE ZESPOLONE
ILOCZYNOW KARTEZJANSKICH OBSZAROW

Jak juz wczeéniej zapowiedzieliSmy, w tej czedci pracy bedziemy zajmowaé sie
problemem regularnosci izometrii zespolonych iloczynéw kartezjanskich obszaréw.
W czesci pierwszej rozpatrzymy przypadek iloczynéw kartezjanskich kul euklide-
sowych, a w drugiej zajmiemy sie pewna sytuacja ogélniejsza.

Niech d = (dp)peo bedzie holomorficznie niezmiennicza rodzing funkcji. Dla
w, z € D definiujemy

[w’z]dD = {5 €D: dD(wvg) + dD(f,Z) = dD(waz)}'

Zbibr [w, z]a, nazywamy odcinkiem wzgledem dp tgczgeym w i z. Jesli dla x € D
zachodzi

2dp(w,z) = 2dp(z,2) = dp(w,z) + dp(x, z) = dp(w, 2),

to wéwczas méwimy, ze x jest $rodkiem odcinka [w, z]a,. Niech ¢ : E — D, gdzie
D € D, bedzie d-geodezyjna zespolona. Zauwazmy, ze punkt ¢(0) jest $rodkiem
odcinka [p(—t),¢(t)]ap, dla dowolnego t € [0,1) (19). Zbiér ¢((—1,1)) nazywamy
d-geodezyjng rzeczywistg. Na koniec wprowadzmy bardzo uzyteczne oznaczenie:
dp = tghdp.

2.1. PRZYPADEK KUL EUKLIDESOWYCH

Na wstepie przypomnimy kilka podstawowych faktéw dotyczacych grupy au-
tomorfizméw Aut(By) i odleglodci Carathéodory’ego cp, (11), z ktérych bedziemy
korzysta¢ w dalszej czesci pracy.

Dla b € By \ {0} niech

Fy) = — [1BI1* (2 /1 — [[BII* — &) + (=, b)b(1 — /1 — [[b][*)

ERDE 1—(z,b) ’

z € By,

(19) Zeby to zobaczy¢ przypomnijmy nastepujaca wlasno$¢ odleglosci Poincarégo p. Dla
—1 < t1 < t2 < t3 < 1 zachodzi nastepujaca zaleznosé: p(t1,t2) + p(te,t3) = p(t1,t3) (zob.
np. [Jar-Pfl], Chapter I). Znajac juz te zalezno$é¢ otrzymujemy wprost z defincji d-geodezyjnej
zespolonej nastepujacy ciag réwnosci, konczacy uzasadnienie:
dp(p(—1), p(t)) = p(—t,t) = p(—,0) + p(0, ) = dp((~1), $(0)) + dp ((0), 9(¢)).
(1) Przypomnijmy, ze dla dowolnej holomorficznie niezmienniczej rodziny d mamy: dIBk =

CB, -



gdzie (w,z) = 2521 wiZj, 2 = (21,...,2k), w = (wi,...,w;) € C¥, jest klasy-
cznym iloczynem skalarnym w C*. Ponadto, niech F := idg, . Latwo wida¢, ze
Fy(b) = 0. Mozna sprawdzi¢ (zob. np. [Fra-Ves|, § 6.1), ze F, € Aut(By) oraz
(Fy)~! = F_, Automorfizmy F}, generuja cala grupe Aut(By) w tym sensie, ze

Aut(By,) = {Uo Fy: U € U(C*), b€ By},

gdzie 4(CF) oznacza grupe wszystkich odwzorowan unitarnych U: CF — C* (zob.
np. [Fra-Ves], § 6.1) (12). W szczegélnosci, grupa Aut(By,) dziata tranzytywnie na
By (13).

Latwo sprawdzi¢ (zob. np. [Jar-Pfl], Proposition 2.2.1), ze cg (0,2) = |z|,
z € By. Stad, wobec faktu, iz Aut(By) C Isom.(B*) (}*), wynika, ze

1/2

. ) (1 — Jlwl®)(@ —[12]1?)
g, (w,2) = cg, (0, Fy(2)) = (1— TSreIE , W,z € Bg.
W szezegdlnosci cp, (w0, 2) = cp, (w, 2), z,w € By, a zatem dowolne odwzorowanie
antyholomorficzne F: By — B; jest c-kontrakcja (!°). Tak wiec U(CF,C!) C
Isom.(By,B;), Aut(By) C Isom.(Bg) (*¢). Wobec tranzytywnosci grupy Aut(B;),
problem charakteryzacji Isom. (B, B;) sprowadza si¢ do opisu zbioru

{F S Isomc(Bk,Bl): F(O) = 0}

Sytuacja jest dokladnie taka sama jak w przypadku kola jednostkowego:
Twierdzenie 2.1.1 ([Jar-Pfl], Proposition 2.2.7; [Kucz-Ray]).

{F € Tsom.(By,,B;): F(0) =0} = &(C*, ) ut(Ck,Ch),
Isom,(By) = Aut(By) U Aut(By,).

Zauwazmy, ze dla dowolnego b € 0B odwzorowanie E > A — b € By jest
geodezyjna zespolona. Odwzorowania tej postaci to jedyne z dokladnoscia do

(*2) Przypomnijmy, iz odwzorowanie liniowe U: C* — C! nazywamy unitarnym (U €
(CF,CY) jezeli
(U(w),U(2)) = (w, z) dla dowolnych w,z € C*.
Kazde odwzorowanie unitarne jest iniekcja (w szczegdlnoscei, musi byé k < 1). Dla k = [ odw-
zorowania unitarne tworza grupe.
(*3) Tzn. dla dowolnych w, z € B}, istnieje automorfizm F € Aut(By) taki, ze F(w) = z.
(1) Isomg(D) := Isomg(D, D).
(13) Odwzorowanie F: D — C! nazywamy antyholomorficznym jezeli odwzorowanie D 3
z — F(2) jest holomorficzne lub, co na jedno wychodzi, jezeli odwzorowanie {Z: z € D} 3 z —
F(Z) jest holomorficzne. ~
(16) F := {F: F € F}. Odwzorowania klasy ${(C* C!) nazywamy antyunitarnyms; sa one
scharakteryzowane przez warunek
(U(w),U(2)) = (w, z) dla dowolnych w,z € C*.



Aut(E) (%) geodezyjne zespolone p: E — By, takie, ze 0 € ¢(E) (wystarczy
zastosowaé Lemat Schwarza). Stad, korzystajac ponownie z tranzytywnosci grupy
Aut(Byg), tatwo wykazaé, ze geodezyjne zespolone ¢ = (p1,...,p5): E — By
mozna z dokladnoscia do permutacji zmiennych opisa¢ wzorami:

A—ay :
ajTa s j=1,...,s
pi(A) = aj%, j=s+1,...,t>
0, j=t+1,....k
gdzie
0<s<t<k t>1,
alv"'vatec\{o}a _
ap,...,0g EE, Qgp1y.-.500 EE,
t
Qo = Zj:l |aj|*a;,
t
1+ [aol? = Zj:l |aj*(1+ |y [?),
przypadek s =0, ag = - - - = ay = 0 jest wykluczony.

Dla dowolnej geodezyjnej zespolonej ¢: E — B istnieje zespolona prosta
afiniczna L C C* taka, ze p(E) = L N By, (zob. [Fra-Ves], § 6.1).

Dla o = (a1,... ,qm) € N7 niech B, :=B,, x ... xB,, .
Zdefiniujmy
A= {0 Fmer, @ = (a1, ) €N, g <0 < ).

Dla o = (a1, ...,am) € A przyjmijmy L(a) :=m.

Zasadniczym celem tego podrozdziatu jest wykazanie nastepujacego twierdze-
nia.

Twierdzenie 2.1.2. Niech F = (Fy,...,F,) : B, — Bg bedzie dowolng izometrig
zespolong. Poldzmy m = L(a), n := L(B). Wtedy o < B i jesli s :== A, 5) >
0 (1®), to istniejg wskazniki

1<ii<--<js<m, 1<ky,... ks <n, ky#k, dlap#v,
takie, Ze Fy,(2) = @i(25,), 2 = (21,...2m), gdzie oy : Bo;, — Bg, jest pewng
1zometrig zespolong, t =1,...,s.

Zanim przejdziemy do dowodu podamy kilka elementarnych wlasnosci funkcji
A.

(17) Jezeli p: E — D jest d-geodezyjna zespolona, to dla dowolnego automorfizmu h €
Aut(FE) odwzorowanie ¢ o h: E — D jest réwniez d-geodezyjna zespolona.
(*®) Relacja = oraz funkcja A zostaly zdefiniowane we ,, Wprowadzeniu”.



Propozycja 2.1.3. Niech o, 8,8',8" € A, m := L(a), n:= L(B), n' := L(3),
n' = L(B"). Zatéimy, ze a < B. Wowczas:

(a) 0 < A, B) <mj
(b) jesli o < (B1,-- ., Pn-2), wtedy Aa, (B1,.-.,Pn-2)) < Ala, B) + 1;
(c) jesli a < B < B", wtedy Aa, ') > Ae, 87);

(d) jesli o = B, o 2 8" oraz dla j =1,...,m zachodzi
#hke{l,...,n'}:a; <P <ajmt=#{ke{l,....n"}: o < B < ajir},
gdzie aupy1: = +oo, wtedy A, B') = A(a, B);

(e) ]ES/ZZ ﬂj < ajg, thdy A(Oé, (ﬂj“rlv ceey ﬂn)) = A(aa ﬂ);
() jeslim > 2, to dla & := (a1, ..., cm—1), B:= (Bis-s BirsvesBiser s Bn) (19)
takich, ze 1 < j1 < jo < -+ < jp <, B4, > oy t & X B, mamy nastepujgce
zwiqzki:

(i) jesli p > 3, wtedy A(&, B) > A(e, B),

(i) jesli p = 1, wtedy A(a, B) +1 > A(a, ).

Dowdd. Wtasnoéé (a) wynika wprost z definicji A.

Zeby dowiesé whasnosci (b) uzywamy indukcji ze wzgledu na L(«). I tak jedli
L(a) = 1, wtedy (b) jest oczywiste. Przypusémy zatem, ze (b) zachodzi dla
wszelkich mozliwych a i 8 takich, ze L(a) = m — 1, gdzie m > 2 jest pewna
ustalong liczba. Wezmy dowolne « takie, ze L(a) = m. Zdarzyé¢ sie moga dwa
przypadki. Jesli z definicji A dostaniemy

A(Oé, (613 v aﬁn—Q)) = A((ala ceey am—l)a (ﬂl; oo ;671—5));
to wtedy A(e, (B1,...,081)) = A(aa,...,am—1),(B1,-..,Pn-3)). Zalozenie in-

dukeyjne zastosowane do (ai,...,am-1) 1 (B1,-..,Pn—3) koticzy dowéd w tym
przypadku.
Zalézmy zatem, ze z defincji A otrzymamy
A(Oé, (61) e aﬁn—Q)) = A((Oél, ey a’m—l)a (ﬁla ceey 671—3)) + 1. (*)

Rozpatrujemy dwa podprzypadki w zaleznosci od tego czemu jest réwne A(a, 8) (a
doktadniej w zaleznosci od tego wedtug ktérej czesci definicji funkeji A wyliczamy
te warto$é). I tak, jesli
A(O&, ﬂ) = A((ala s 50577171)’ (/817 cee 7ﬂn71)) +1,

to wtedy stosujac zalozenie indukcyjne do (ay,...,@m-1) 1 (B1,. .., Bn-1) uzysku-
jemy zadany wynik. Zalézmy zatem, ze

A(a, (61, cee aﬁn)) = A((al, cee ,am_l), (61, “ee ,ﬁn_g)).
Z (x) wynika, ze A((a1,... ,@m-1),(B1,--+,Bn-3)) = A«, (B1,-..,08n-2)) — 1, co
koriczy dowéd (b).

(19) Bj oznacza, ze wskaznik 3; opuszczamy.
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Zeby dowiesé whasnosci (¢) uzywamy powtérnie indukeji ze wzgledu na L(a).
Jesli L(a) = 1, wtedy (¢) wynika wprost z definicji. Zalézmy zatem, ze (c) zachodzi
dla wszelkich mozliwych « i 8 takich, ze L(a) = m — 1, gdzie m > 2. WeZmy «
takie, ze L(a) = m. Jedli z definicji A otrzymamy, ze

A(O(,BI) = A((Oél, . 'aam—l)’ (ﬁi’ ttt ’ﬁ'l/l’73))’

wéwezas Ao, 8”) = A((au, ., oom—1), (BY, - -, Bl _3)). Zalozenie indukcyjne za-
stosowane do (aq, ..., an,_1) koriczy dowéd tego przypadku.

Zalézmy zatem, ze z definicji A otrzymamy

Ao, )= A((ax, .y am—1), (B Bl_q)) + 1. (%)

Rozwazamy znowu (podobnie jak w dowodzie (b)) dwa podprzypadki. Jesli z
definicji A mamy

Ao, B") = A(a1y -+ oy am—1), (BY, -, Bl 1)) + 1,
to wtedy stosujac zalozenie indukcyjne do (a1, ..., am—1) otrzymamy zadany wy-
nik. Przyjmijmy zatem, ze z definicji A mamy

A(avﬂ”) =A((ar,...,am-1), ( Ya s aﬂ;z/“—?;))v

ale jest to na mocy (b) nie wigksze niz A((cu,...,&m-1),(B7,....B0/_y)) + 1.
Zalozenie indukcyjne powoduje z kolei, ze ostatnia liczba jest réwna co najwyzej
Ao, yam=1), (81, ..., 8L _1))+1, conamocy (**) réwna si¢ A(«, 8'). Konczy
to dowdd (c).

Wiasnoéé (d) jest konsekwencja faktu, ze warto$é A(«, 8) nie zmienia sig, jesli
zamiast (3}, takiego, ze a; < B}, < ;41 wezmiemy dowolne inne j3; takie, ze
a; < B < ajt1 (wynika to wprost z definicji funkeji A).

Zeby wykazaé (e) zauwazmy, ze j3; takie, ze 8; < oy nie ma wplywu na warto$é
Ao, B) (widaé to réwniez wprost z definicji).

Dla dowodu (f)(i) zauwazmy, ze na mocy (c), (d) i definicji A zachodzi

A(da B) = A(d’ (ﬁla ce ;Bn—p)) > A(d’ (ﬂla RS 671—3)) = A(a’ﬁ)

Zeby dowiesé z kolei (f)(ii) zauwazmy, ze na mocy (d) zachodzi

A@a, B)+1=A(a, (B, -y Pn-1)) + 1.
Rozpatrujemy znowu dwa przypadki. Jesli z definicji A otrzymujemy

A, B) = A&, (Br, - -+, Bn—1)) + 1,

to nasza teza jest speliona. Jesli natomiast z definicji A otrzymujemy

A(O{, ﬂ) = A(&a (/317 s 757173))7
to na mocy (b) mamy nieréwnos$¢ A(&, (81, - .-, Bn-3)) < A&, (B1,-..,0n-1)) +1,
ktora konczy dowdd. O
Przyklad 2.1.4. Niech o, 8 € A, m = L(a), n := L(B). Zalézmy, ze o = L.
Zachodza wéwcezas nastepujace zwiazki:

(a) jesli L(a) = 1, wtedy
(1) jesli #{j : B; > a1} > 3, to A, B) =0,
(if) jesli #{j : 8 = a1} <2, to Aa, B) = 1;
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(b) jeslin =m lub n =m + 1, wtedy A(a, ) = m;

(c) jesli Aa, B) =0, wtedy n > 3m;

A((1,2,3),(1,1,1,1,1,2,3,3,3)) = 1,
A((1,2,3),(1,1,1,2,2,2,3,3,3)) = 0,
A((1,2),(1,1,1,1,2,2)) =1,
A((1,2),(1,1,1,2,2,2)) = 0;
(e) jesli auy, < By, wtedy
0 gdy n > 3m
A(O&,,B) = { n—m ?
m—[ 5 ] gdy m <n <3m
gdzie [ - ] oznacza czes$é catkowita liczby.

Ponizej pokrétce uzasadnimy wyzej podane réwnoséci.

Wtasnodci (a), (b) i (c) sa natychmiastowa konsekwencja definicji. W (d) sto-
sujemy bezposrednio definicje A(a, 8). Dla przykladu sprawdzamy druga réwnosé.

A((1,2,3),(1,1,1,1,1,2,3,3,3)) = A((1,2),(1,1,1,1,1,2)) =

A((1),(1,1,1,1,1))+1=0+1=1.

Dla dowodu wlasnosci (e) w przypadku m < n < 3m zauwazmy, ze na mocy
(b) i definicji A mamy

A(Oé, 6) = A((Oél, .. aam—l)a (613 cee 7ﬁn—3)) =

A((ea, ... am—2),(Br, ..., Bn)) =+ =

{8y ) = m = |5

2 2

Ao, .., «

gdyzm—j<n-3jdlaj=1,...,[252]i0<n—-3[252] — (m— [252]) < 1.

Przyklad 2.1.4(b) pokazuje, ze w przypadku m = n lub m = n 4+ 1 ilosé
»dobrych” sktadowych dowolnej izometrii zespolonej z Twierdzenia 2.1.2 jest zaw-

sze maksymalnie duza (to znaczy réwna m).

Twierdzenie 2.1.2 stanowi jednoczesne uogdlnienie kilku wczeéniejszych wyni-
kéw, ktére ujmiemy w postaci nastepujacego ,zbiorczego” twierdzenia.

Twierdzenie 2.1.5. Niech a, 8 € A, m := L(a), n:= L(B).

(a) ([Jar-Pfl], Proposition 2.2.8) Jezeli F' : B, — Bg jest izometrig zespolong, to
m<n.

(b) ([Jar-Pfl], Proposition 2.2.8) Jezeli m = n, to wdwczas dowolna izometria
zespolona F' : B, — Bg jest postaci

F(zlv o .,Zn) = (901(20'(1))5 e Sﬁn(za(n)))v
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gdzie ;: Bq, , — Bg, jest izometrig zespolong, j = 1,...,n oraz o jest pewng
permutacjg zbioru {1,... ,n}.
(c) ([Zwol]) Jezeli m = 1, n = 2, to wtedy dla dowolnej izometrii zespolonej

F = (F1,F2) : Bo — Bg co najmniej jedno z odwzorowar Fy, Fy jest izometrig
zespolong.

(d) ([Jar-Pfl], Remark 2.2.6(d)) Jezeli n > 3, to istnieje izometria zespolona F :
E — B, taka, Ze Zadna ze sktadowych odwzorowania F' nie jest roiniczkowalna
(w szczegdlnosei Zadna ze sktadowych nie jest izometrig zespolong).

Uwaga 2.1.6. Oszacowanie liczby sktadowych regularnych podane w Twierdzeniu
2.1.2 jest ostre. Ustalmy m, n takie, ze m < n < 3m oraz cigg 5 € A taki, ze
L(B) =n. Niech p; : E — B(ss;_2,83;_1.8s;) bedzie dowolng izometrig zespolong

takg jak w Twierdzeniu 2.1.5(d) dla j =1,...,r, gdzie r = [";m] Zdefiniugmy

F(z1,. .. 2m) = (p1(21), - 00 (20), 2041, -, 2m), gdy m—m jest parzyste,

F(Zla ey Z’m) = (Sol(zl)a e SDT(’ZT)) Zr4ly -5 Rm, 1/1(21)),
gdy n —m jest nieparzyste,

gdzie ¢ : E — Bg, jest dowolng c-kontrakcjg, ktdra nie jest izometrig zespolong.
Wtedy F' : E™ = B(1,....1) — Bp jest izometrig zespolong, ktéra ma doktadnie
Ao, B) =m — [%} »dobrych” sktadowych (por. Przyktad 2.1.4(e)).

Przechodzimy do dowodu Twierdzenia 2.1.2. Z grubsza biorac, idea znalezienia
liczby ,,dobrych” sktadowych odwzorowania F', a wiec A wyglada nastepujaco:

Zalézmy, ze szukana przez nas liczba jest dodatnia. Jesli ,,dodamy” pewna kule
By do B, i co najwyzej dwie kule do Bg, wtedy szukana liczba wzroénie o jeden.
Jedli natomiast do Bg ,,dodamy” co najmniej trzy kule, wtedy szukana liczba nie
powinna si¢ zmienic.

Na poczatku udowodnimy pewna propozycje, ktéra w istocie bedzie pierwsza
czedcig Twierdzenia 2.1.2; a ktéra jest uogdlnieniem Twierdzenia 2.1.5(a).

Propozycja 2.1.7. Niech F' : B, — Bg, gdzie o, € A, bedzie izometrig
zespolong. Wiedy o < 5.

W dowodzie Propozycji 2.1.7 wykorzystamy podany ponizej Lemat 2.1.8, ktory
pokazemy uzywajac tej samej metody co w dowodzie Lemma 3 w [Zwol].

Lemat 2.1.8. Niech F': B, — Bg, gdzie o, f € A, bedzie izometrig zespolong,
(m = L(a),n := L(B)). Zalézmy dodatkowo, ze B < a1 dla pewnego k < n.
Wtedy

Fiot1,...n): Ba — Bg,p1,.80) (2.1.1)

jest izometrig zespolong.
Teza Lematu 2.1.8 jest dosy¢ naturalna. Méwi nam ona mianowicie, ze te

kule w przestrzeni docelowej, ktére maja maly wymiar (w stosunku do wymiaréw
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kul w dziedzinie funkcji) nie wpltywaja w zaden sposéb na fakt izometrycznosei
odwzorowania.

Dowdd Lematu 2.1.8. Przypuéémy, ze (2.1.1) nie zachodzi. Istniejg zatem punkty
a,b € B, takie, ze (wiemy, ze F(j41,.. ) jest kontrakcja — w tym miejscu jak i
wielokrotnie pézniej korzystamy z wlasnosci produktowej ¢ (20)):

o {CB% (Fj(a), F (b))} < cp, (a,b).

Nieréwnoéé ta implikuje na mocy izometrycznosci F', ze dla pewnych zbioréw
otwartych & # U, U’ C B, i dla pewnego s < k mamy

e, (Fs(x), Fs(y)) = e, (2, y) dla wszelkich (z,y) € U x U'.

Latwo mozna wywnioskowaé z tej réwnosci, ze istnieja niepuste zbiory otwarte
V,V' eB,ipe{l,...,m} takie, ze:

cny, (Fs(2), Fs(y)) = g, (€p, 4p) = cp, (2,y) dla (z,y) € V XV, (2.1.2)

gdZie T = ('Tla s ,-Tm),y = (yla s ay’m)
Dla uzyskania sprzecznosci i w ten sposéb zakonczenia dowodu Lematu 2.1.8
wystarczy wykazaé zatem nastepujacy lemat.

Lemat 2.1.9. Niech a € (N,)™, k € N, oraz0 € V, V' bedg niepustymi zbiorami
otwartymi w By. Niech [ : B, — By bedzie kontrakcjg zespolong takg, ze

cg,, (f(w), f(2)) = ¢B,, (w1, 21) = cp, (w, 2) dla w,z €V x V'

Wtedy a1 < k.
W dowodzie Lematu 2.1.9 wykorzystamy z kolei nastepujacy fakt.

Lemat 2.1.10. Niech o, k, V, V'oraz [ spetniajg zatozenia Lematu 2.1.9. Przyj-
migmy dodatkowo, ze f(0) =0, V =Vi x -+ X Vi, V! = V] x --- x V! oraz
f((r,0,...,0),2) = (r,0,...,0) dia pewnego 2 = (29,... ,2m) € V4 x --- x VI,
r >0, (r,0,...,0) € V/. Wtedy

o o

f(t(z1,2)) =tf(z1,2) dla z € V], t € R takiego, Ze t(z1,2) € V.

Dowdd Lematu 2.1.10. Z zalozen lematu (dokladniej z kontraktywnosci f) dosta-
jemy, ze

1F =Nzl = Izl dla 2z = (21, 2m) €V 5 =2,...om .  (2.1.3)
(?°) Z Rozdzialu I. pamigtamy, ze pseudoodlegloéé ¢ ma wiasnoéé produktows.
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Zauwazmy, ze z (2.1.3) 1 kontraktywnosci f wynika dla z; € V{ oraz t € R
takiego, ze t(z1, 2) € V nieréwnosé

1 (21, D) < [t max{llzall, 12511, 5 =2,...,m} = |t]]|z]. (2.1.4)

Na podstawie zalozeri lematu zastosowanych do ¢(z1, g) i(z, g) takich jak wyzej
otrzymujemy

o o o

cm, (f(t(21,2)), f(21,2)) = e, (t(21, 2), (21, 2)) = cB.,, (t21, 21). (2.1.5)
Nieréwnoéci

e FAGENE) IR S A CIEW )]s
(LI 2DM)? L= (F(t(1,2), (21, 2)) 2

1 |lf(t(z1, 2)]1>
T (= Iz 2D 2l

razem z (2.1.3), (2.1.4), (2.1.5) i faktem, ze dla 0 < v < 1 funkcja
1— 2
(foo,v)auﬂiu €eR

(1 —uv)?

jest rosnagca (por. réwniez wzér na cg, ), implikuja, ze

1t Cz1, ) = [tz

Zatem na mocy réwnosci w (2.1.5) dostajemy

1= (F(t(21,2)), (21, 2))] = 1=tz )%,

z ktérej to réwnosci wynika teza Lematu 2.1.10. (|

Dowdd Lematu 2.1.9. Zmniejszajac ewentualnie V i V' oraz uzywajac automor-
fizméw mozemy przyjaé, ze V i V', f oraz pewne r i 2 spelniaja zalozenia Lematu
2.1.10.

Przypusémy, ze oy > k. Zdefiniujmy

vy i=rey, vj i=re1 +ee;,  J=2,...,a1,
gdzie e; = (0,...,1,...,0) € C** ie > 0 jest wybrane tak, zeby v; € V/.

Udowodnimy indukcyjnie, ze z dokladno$cia do odwzorowania unitarnego

o

flo,z)=v, 1=1,... k. (2.1.6)
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Tak jak i w dowodzie Lematu 2.1.10 widzimy, ze mamy nastepujaca zaleznosé:

£ =Nzl = NIzl 2= (21,0, 2m) €V, (52 2). (2.1.7)

Gdy I = 1, wtedy (2.1.6) wynika wprost z zalozeri poczynionych na poczatku
dowodu. Przyjmijmy zatem, ze

fvj,2) =wv;dlaj=1,...,1, gdzie | <k — 1.

Po zlozeniu z pewnym odwzorowaniem unitarnym réwnym identycznosci na C! x
{0}*=! mozna przyjaé, ze

f(vl+17’g>:(517"'a§k7§l+1705"'70)5 §l+120'

Na mocy Lematu 2.1.10, wzoru na odleglos¢ Carathéodory’ego oraz wlasnosci
(2.1.7), stosujac warunek kontraktywnosci f do (Ul+1,g’) i t(vj,g), ji=1,...,1,
otrzymujemy dla ¢t € R, bliskiego 0.

|1 (F (o, 2), tf (05, 2))] < (L = (o, toj)].

Tak wiec:

jesli j =1, to wtedy |1 — t&ir| < |1 —tr?], (2.1.8)
jesli j > 1, to wtedy |1 — (&7 + &e)| < |1 —tr?). (2.1.9)
Nier6wnoéé¢ (2.1.8) powoduje, ze {1 = r, a zatem na mocy (2.1.9) mamy &; =
0, 5=2,...,1. Zkoleiz (2.1.7) i faktu, ze {1 > 0 wynika, iz {11 = e.
. . .o . o .
Rozwazmy vp41; przyjmijmy, ze f(vipt1,2) = (§1,-..,&). Stosujac warunek
kontraktywnosei f do (viy1, g) it(vy, g), j=1,...,k, otrzymujemy jak wyzej:

|1 - <f(’()k+1,g),tf(’0j,g’)>| < |1 - <vk+1atvj>|7 j = 17 RN kv
co implikuje, ze
51:7",5]':0 gdy]:2,,]€
Stoi to w sprzecznosci z (2.1.7). Konczy to dowdd Lematu 2.1.9. O
Dowdd Propozycji 2.1.7. Niech m := L(«), n := L(). Przypustmy, ze nieréwnosé
a = B nie zachodzi. Poniewaz m < n (zob. Twierdzenie 2.1.5(a)), istnieje wigc
ke{l1,...,m} takie, ze ap > Bn—m+k. Oczywistym jest, ze odwzorowanie
G2y oy2m) i =F(0,...,0,2k, ..., 2m)

jest izometria B, ... a,,) i Bg. Na mocy Lematu 2.1.8 dostajemy, ze odwzorowanie

G(n—m+k+1,---an) : B(ak7"'1awL) — B(ﬂn7m+k+l7~~16n)

jest izometriag zespolona, co na mocy nieréwnoscim—k+1>n—(n—m+k+1)+1
przeczy Twierdzeniu 2.1.5(a).

W dowodzie Twierdzenia 2.1.2 bedziemy potrzebowali nastepujacego lematu.
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Lemat 2.1.11. Niech F : B, — Bg bedzie kontrakcjg zespolong, gdzie o € N,
B € N™. Dla pewnego k ustalmy % = (ngrl, cee gm) € Biayir,an) - Potoimy

o =Fu, . 2) :Blay,...on) — Bis..0)

dla pewnego | < n. Zatéimy, ze G, jest izometrig zespolong (w szezegdlnosci
k<1(?)). Wtedy dla dowolnego z = (2k41,- -, 2m) € Bayir,.nam) 0dwzorowanie

G =Fu,. .00 2) By, an) — Bsi,...8)

jest izometrig zespolong.
Jesli dodatkowo k =1, wtedy Gg =G,.

Zanim przejdziemy do dowodu Twierdzenia 2.1.2 poczynimy jeszcze pewne
przygotowania i wprowadzimy nowe oznaczenie. Ponizej w rozwazaniach przyjmu-
jemy, ze F', a i (B sa takie, jak w Twierdzeniu 2.1.2.

Niech k bedzie tak wybrane, ze Br < am, am < Br+1 (jesli 1 > am, wtedy
przyjmujemy k := 0). Ustalmy z,, € B,,,. Skladajac F z automorfizmami postaci
Ba = (Al, cey Am) — ()\1, PN Amfl, Um(Am)) S Ba (Um S Aut(IBam)) oraz
Bs > (A1, An) — (Ui(M), ..., Un(An)) € Bg, (Uj € Aut(Bg,), j =1,...,n)
przyjmijmy chwilowo, ze z, =01 F(0) = 0.

Poniewaz F jest izometria, wiec réwniez odwzorowanie

¢ :=F(0,-) : B,,, — Bg jest izometria,

a na mocy Lematu 2.1.8 otrzymujemy izometryczno$¢ odwzorowania

Niech L bedzie dowolna prosta rzeczywista przechodzaca przez 0. Zauwazmy,
ze dla dowolnego wy, € L istnieje s = s(L,wy,) € {k+1,...,n} takie, ze

By, (0s(—wm), @s(wm)) = ca,, (—Wm,wn)

(w szczegblnosci ||ps(fwm)|| = [Jwm|| i w konsekwencji @q(—wpm) = —@s(wm)).
Z kolei Lemma 1 z [Zwol] (?2) zastosowany do ¢, oraz skorficzonos$é zbioru
{k+1,...,n} implikuja, ze mozemy znalez¢ s = s(L) € {k+1,...,n} takie, ze

By, (0s(—wm), 0s(wm)) = B, (—Wm,wy) dla dowolnego wy, € L,

co dowodzi (po powrocie do wyjsciowego F 1 z,,), ze dla kazdej geodezyjnej rze-
czywistej L takiej, ze 2, € L istnieje s € {k+1,...,n} takie, ze (*3)

CBg, (FS(O, wm)v Fs(Ov'LDm)) = CB,,, (wm; ﬁ)m)

dla wszelkich w,,, W, € L takich, iz z,, jest srodkiem odcinka [wy,, W]
(2.1.10)

(?') zob. Twierdzenie 2.1.5(a).

(??) Lemat ([Zwol]). Niech f : By — B; (k < 1) bedzie kontrakcja taka, ze f(0) = 0,
If(@)|| = |la|| dla pewnego a € By. Wtedy f(ta) = tf(a) dlat € [0,1].

(?3) Poprzez odcinek ($rodek odcinka) rozumiemy w tym podrozdziale odcinek ($rodek od-
cinka) wzgledem cp_.
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Zdefiniujmy

A(zm) ={se€{k+1,...,n}: 3 L — geodezyjna rzeczywista
przechodzaca przez z,, taka, ze para (L, s) spelia (2.1.10)}.

Na mocy poprzedniej uwagi wiemy, ze A(z,,) # &.

Lemat 2.1.12. Niech F : B, — Bg, gdzie o, 8 € A bedzie izometrig zespolong.
Potsimy m := L(«a), n = L(B). Wtedy

(i) dla kazdego s € A(zm) Fs(-, zm) = constant;
(11) vmeEam 3seA(zm) : CIBgS (Fs (07 wm); FS(O; Zm)) = CB,,, (wm7 Zm),

(i) Foa, rdprn) (5 2m) 1 Blag,am ) — Bg,
jest izometrig zespolong dla A(zm) = {j1,...,jpts k+1<j1 <--- <jp, <n.

Dowdd Twierdzenia 2.1.2. Uzywamy indukcji ze wzgledu na m. Jesli m =
wtedy teza twierdzenia jest konsekwencja Twierdzenia 2.1.5(c). Niech m >
Zalézmy, ze F : B, — Bg jest izometria i L(o) = m.
Zdefiniujmy
B:= J AGzm)={j1--dp}

Zm €Ba,,

gdzie k+1 < j1 < --- < jp, < nik jest wybrane tak, ze B < am < Brt1 (jesl
am < 51, wtedy k :=0).
Zalézmy przez moment, ze dla wszelkich (2, z,,) € B, odwzorowania

Q= F(jl,...,jp)(zl; ) : Bam — B(ﬂjl""7ﬂjp)7 (2111)

Yi=Fq G zm) Bl am ) — B,y aBsy i)
(2.1.12)

sa izometriami zespolonymi.

Rozpatrzmy trzy przypadki.

Przypadek (I): p = 1.

Ustalmy 2’ = 0. Poniewaz ¢ jest izometria, odwzorowanie ¢ nie zalezy od z’
(uzywamy Lematu 2.1.11 w przypadku k = = 1), wiec mamy jedna sktadowa o
wlasnoéciach jak w tezie Twierdzenia 2.1.2.

7Z drugiej strony, v jest izometria dla z,, = 0 € B,,, migdzy B,

Bg,...3,,....5,) Wicc na mocy zalozenia indukcyjnego funkcja Fiy 5 (s

ma A((a1,.. ., @m-1),(B1,.- ., le, ...y Bn)) »dobrych” skladowych. Wybierajac

18



te »,dobre” sktadowe i stosujac do kazdej z nich Lemat 2.1.11 (ustalamy wszystkie
poza jedng zmienng w B, na przyklad réwne 0) uzyskujemy, ze kazda sktadowa
zalezy tylko od jednej zmiennej. Reasumujac mamy co najmniej

A((a:l?"')Oé’ITL71)7(ﬂl)'")le)"'?ﬂ’ﬂ))+]‘

”dobrych” sktadowych, co na mocy Propozycji 2.1.3(f)(ii), jest réwne co najmniej

Aa, B).

Przypadek (II): p = 2.

Poniewaz ¢ ;, j,) jest izometria (na przykiad przy 2’ = 0), na mocy Twierdzenia
2.1.5(c) otrzymujemy, ze ¢;, lub ¢;, jest izometria. Przyjmijmy, ze ¢;, jest ta
dobra skladowa. Ale na mocy Lematu 2.1.11 odwzorowanie F};, zalezy tylko od jed-
nej zmiennej, wiec sktadowa o wskazniku j; jest ,dobra”. Poniewaz odwzorowanie
Y jest izometrig, wigc odwzorowanie Fiy = 5 (-, 0) jest réwniez izometria.
Powtarzajac rozumowanie z Przypadku (I) zastosowane do Fi;
miast Fy 5 ) otrzymujemy

A((Oél,.. 'aam—l)a(ﬁla' .. aBjm' .. asza" aﬁn)) + 1
»dobrych” skladowych, ktéra to liczba, na mocy Propozycji 2.1.3(c), nie jest

~-751,---7527-~-,n) za-

mniejsza niz A((aq,...,@m-1),(B1,... ,le, ...yBn)) + 1, co na mocy Propozycji
2.1.3(f)(ii) jest réwne co najmniej A(a, 3).

Przypadek (IIT): p > 3.
Dla z,, = 0 otrzymujemy z ¢ 5 5
A((al,.. .,am_l),(ﬁl,.. .,le,. .. ,ij,. .. aﬁn))
»dobrych” sktadowych, ktére teoretycznie moga zalezeé od z,,. Ale Lemat 2.1.11
zastosowany do m—tej zmiennej w B, i tych skladowych w Bg, ktére sa "dobre”,
implikuje, ze w rzeczywistosci zadna ze skladowych nie zalezy od z,,. Uzyskujemy,
wiec nie mniej niz
A((al,.. .,am_l),(ﬁl,.. .,le,. .. ,ij,. .. aﬁn))
»dobrych” sktadowych. Ale ta liczba jest, na mocy Propozycji 2.1.3(f)(i), nie
mniejsza niz A(q, 8), co konczy dowéd i w tym przypadku. O

Zostaly, wigc nam do udowodnienia tylko wlasnosci (2.1.11) 1 (2.1.12).

Dowdd (2.1.11) i (2.1.12). Zeby dowiesé¢ (2.1.11) zauwazmy, ze przy 2’ = 0 znaj-
dujemy dla 2}, 22, € B,, liczbe js € A(z),) (korzystamy z Lematu 2.1.12(ii))
taka, ze

By (05, (Zm), 5. (20)) = B, (Zs 200)5

Js

co powoduje, ze izometrig jest odwzorowanie Fy;, . ; 1(0,).
Lemat 2.1.11 implikuje, ze F(;, . ;)(2',-) jest izometrig dla wszelkich mozli-
wych 2 € Ba,,...am_1)-
Zeby dowiesé¢ (2.1.12) wybierzmy dla j; punkt z) € B,,, i geodezyjna rzeczy-
wista L' taka , ze spelniaja one (2.1.10) (przy zp, := 2}, L := L', s := j1), dzicki
Lematowi 2.1.12(iii), odwzorowanie F; 5 . (, z1) jest izometria. Ale Lemat

19



2.1.11 powoduje, ze
) (> Zm) jest izometria dla wszelkich z,, € Ba,,. (2.1.13)

Wybierzmy dla j» punkt 22, € B,, i geodezyjna rzeczywista L? taka, ze
speiaja one (2.1.10) (przy zm, = 22,,L := L% s := j3), na mocy Lematu
2.1.12(1H1) Fy, 5, 00 22)) jest izometria, a na podstawie Lematu 2.1.12(i) funk-
cja Fj, (-, 27,) jest stala, co w $wietle (2.1.13) implikuje, ze F{;
jest izometria.

Na mocy Lematu 2.1.11

2
) (5 Zm)

) (s 2m) jest izometrig dla wszelkich 2, € B, .

Powtarzajac powyzsza procedure p-krotnie otrzymujemy (2.1.12). d

Dowdd Lematu 2.1.11. Zalézmy, bez straty ogélnosci, ze Z=0. Oznaczmy & :=
(a1, ..., a), B:=(B1,..., ). Przypusémy, ze G, nie jest izometria. Oznacza to,
ze dla pewnych = = (z1,...,2%), ¥y = (Y1,-..,yx) € Ba

e, (G:(2),G:(y)) < c,(2,y). (2.1.14)

Bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze y = —x 1 Go(0) = 0 (skladajac od-
wzorowanie Gy z automorfizmem postaci
Bs > ()\1, R /\k) — (Wl(/\l), . ,Wk(/\k)) € Bs,
gdzie W; € Aut(B,;) i Wj;(y) = —W;(x) oraz z automorfizmem postaci
BB > ()\1, . ,)\l) — (Wl()\l), ey V[/vl()\l)) S B,é’
gdzie W; € Aut(IBBﬂj), j=1,...,1, W](GOJ(O)) = O)
Na mocy Lemma 1 ze [Zwol] (zastosowanego do odwzorowan

T Tk
T , , ED
09\ S \max{[lz;][, j=1,... .k} max{|lz;], j=1,...,k} &

j=1,... k), izometrycznoé¢ G i wlasnosé produktowa ¢ implikuja, ze mozemy
zmalezé p € {1,...,1} ir € {1,...,k} takie, ze

CBg, (GOP(U)’ GO;D(_'U)) = cg, (v, —v) = CB,,. (vr, —vy)

dla dowolnego v lezacego na prostej rzeczywistej taczacej x i —x.
Polézmy v := tx, gdzie t > 1 jest takie, iz
¢, (@r,vr) = cg, (2,v) > max{||z], j=k+1,....,m}.
Otrzymujemy wowczas

cps (z,v) = ep, (%, 241y - -+ 2m), (0,0,...,0)) >
By, (Fp(@s 2ht1, -5 2m), Fp(0,0,...,0)) = e,y (Gap(2), Gop(v)),

wige cg, (,0) > cgy, (Gop(), Gop(v)-
Podobnie otrzymujemy nieréwnos¢ cp, (—z, —v) > cp, (Gzp(—2), Gop(—v)).
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Po zsumowaniu obu nieréwnosci z (2.1.14) (pamietajmy, ze y = —x) otrzy-
mujemy
CBs (71)5 ’U) = CB,, (7’07“7 UT) -
cs,, (—=vr, —2;) + cB,, (—2r, ;) + cp,, (Tr,0r) =
CBs (7’07 *z) + CBa (7567 :C) + CB4 (SC, ’U) >
cB, (Gop(—0), Gzp(=2)) + cp,, (Gzp (=), G2p(2)) + cBy, (G2p(), Gop(v)) =
C]Bﬂﬂp (GOp(_U)a GOP(U))’
co daje nam sprzeczno$¢. Druga rowno$¢ w powyzszym ciagu nieréwnosci wynika

z faktu, ze wszystkie punkty +wv,,+x, leza na jednej geodezyjnej rzeczywistej
przechodzacej przez 0.

Gdy k = [, wtedy na mocy Twierdzern 2.1.1 i 2.1.5(b) mozemy zalozy¢, ze
Go(A1,- -, x6) = (U1(\1), .-, Ug(Ag)), gdzie Uj dla j = 1,... , k jest odwzorowa-
niem unitarnym lub antyunitarnym. Odwzorowanie G, jest réwniez izometria,
wiec jest oczywiscie tego samego typu co i Gy, lecz zamiast bycia unitarnym lub
antyunitarnym skladowe tego odwzorowania sg izometriami (nie musza one za-
chowywaé 0) i uporzadkowanie sktadowych nie musi byé ,,dobre”.

Przypusémy dla przykladu, ze G.1(A1,..., k) = W(A2), gdzie odwzorowanie
W :B,, — Bg, jest izometria. Wtedy
CBay iy am)(o, z) = C[Ba(()\l, 0,...,0), ()\1, 0,...,0, 26415+, 2m)) =
CBgl (F1(>\1,0, s 50)7F1(>\1507 s 5072k+17 s 7Z’m)) =
C]Bgﬂ1 (G()l ()\1, 0, ey 0), Gzl()\h 0, ey 0)) = C]Bgﬂ1 (Ul()\l), W(O))
Ale ostatnie wyrazenie dazy do nieskoriczonosci, gdy ||[\1]] — 1, co daje oczywiscie
sprzecznosc.
Wiemy zatem, ze
Gz(Alv RS )\k) = (WI(Al)a ceey Wk(Ak))v
gdzie W; jest izometria.
Ponizej udowodnimy, ze W, (0) = 0 i w konsekwencji W; bedzie odwzorowaniem
unitarnym lub antyunitarnym dla j =1,... k.
Przypusémy zatem, ze W;(0) # 0 dla pewnego j, powiedzmy, ze j = 1. WeZmy
A1 € By, , takie, ze [|A1]] > max{||z;|, 1 =k+1,...,m}.
||A1H = C]Eal (Alv 0) = C]Ea((:tAla 07 R 0)7 (05 AR 05 Zh+1y- .- aZTTL)) >
max{cﬂ;ﬂl (F1(£A1,0,...,0), F1(0,...,0, 2541, - -, 2m)) } =
max{cg, (Go1(£A1,0,...,0),W1(0))} > [[Ur(A)]] = [[As]l;

co daje nam sprzeczno$é (ostra nieréwnosé zachodzi na mocy nastepujacej prostej
obserwacji: max {cg (a,b),c§ (a,—b)} > [|bll, a,b € By, a #0).
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Przypusémy, ze dla pewnych j i 0 # A\; € B, W;();) # U;(A;). Przyjmijmy,
se j = 1.
am) (O, Z) = C]Bga((t)\l, O, ceey O), (t)\l, O, ceey 0, Zh+1y. -+ Zm)) >
CBKH (Fl(t>\1, 0, ceey 0), Fl(t>\1, 0, ey 0, Rh41y+«-y Zm)) ==
C]Bgﬂ1 (tUl()\l),twl()\l)).

,,,,,

Ale ostatnie wyrazenie dazy do nieskoniczonosci, gdy ¢ — I /\11 T daje nam to

sprzecznosé. Konczy to dowdd lematu. O

Dowdd Lematu 2.1.12. Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze z,, = 01 F(0) = 0.

Ponizej udowodnimy, ze biorac s z A(z,) dostaniemy nastepujaca zaleznosé:
FS(" 0) = Oa

co zakonczy dowdd (i).
Przypuéémy, ze tak nie jest, wéwczas mamy Fs(z’,0) # 0 dla pewnego punktu

2= (21,2 1) € Blay,am 1) Weimy w, € L takie, ze spemiona jest
nieréwnos¢ [[wy,|| > max{||z}|[, j = 1,...,m — 1}, wtedy zachodza nastepujace
nieréwnosci

|lwm|| = cg, ((z',0), (0, £wp,)) > max {cﬁﬂs (Fs(2',0), Fy(0, :I:wm))} =

max {c, (F(z',0), £F,(0,wm)) } > || £ Fo(0,wp)]| = [l

co daje nam oczywista sprzeczno$c.

Whprost z definicji A(zy,) wnioskujemy (ii).

Warunek (i) implikuje, ze odwzorowanie
Fa,sm(2m) 1 Blan,am ) — By g6

jest izometriag dla kazdego s € A(z,,). Co wigcej widaé, ze nawet ogdlnie, po prawej

stronie mozemy usunaé¢ dowolng iloéé¢ sktadowych o wspétezynnikach z A(zy,) i

dalej nasza funkcja pozostanie izometrig zespolona. Zatem otrzymujemy (iii). O

2.2. PRZYPADEK OGOLNY

W tej czesci pracy jak juz to zapowiadaliémy bedziemy kontynuowaé badanie
struktury izometrii zespolonych miedzy iloczynami kartezjanskimi obszaréw nie
ograniczajac sie jednak do kul euklidesowych, lecz rozwazajac obszary duzo bar-
dziej ogdlne. Co wiecej obszary przez nas rozwazane nie beda musialy by¢ wypukle;
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tak wiec nie bedziemy mieli tak komfortowej sytuacji jak w § 2.1, gdzie wszystkie
rodziny holomorficznie niezmiennicze byly réwne. Dlatego tez za kazdym razem
bedziemy musieli zaznaczaé wzgledem jekiej rodziny holomorficznie niezmienniczej
dane odwzorowanie jest izometria. Podkreslmy, ze wyniki, ktore tutaj uzyskamy,
bedziemy mogli zastosowa¢ do odwzorowan biholomorficznych, ktére sa zawsze
d-izometriami (24).

Przedstawmy jako pewien model twierdzen, ktére bedziemy chcieli uzyskaé dla
izometrii zespolonych dwa twierdzenia dotyczace wlasnie odwzorowan biholomor-
ficznych iloczynow kartezjanskich obszaréw.

Twierdzenie 2.2.1 (zob. [Nara] Proposition 1, Chapter 5). Niech D; i G; bedg

ograniczonymi obszarami w C* dla j = 1,... ,m. Zatéimy, Ze O0G; nie zawiera
zZadnego dodatnio wymiarowego zbioru analitycznego w zbiorze otwartym w C% dla
j=1,...,m. Niech F : Dy x---x Dy, — G1 X --- X Gy, bedzie odwzorowaniem

biholomorficznym. Wtedy z doktadnoscig do permutacji obszaréw (Gi,...,Gp)

F(z1,- . 2m) = (01(21); - - om(2m)),
gdzie @; jest odwzorowaniem biholomorficznym.

Drugie twierdzenie nie wymaga zalozenia rownosci iloéci czynnikéw wystepuja-
cych tak w dziedzinie jak i obrazie. Jednakze musimy wtedy zmienié zalozenia
nalozone na obszary.

Twierdzenie 2.2.2 (zob. [Cyg]). Niech D; C C% dla j = 1,...,m oraz Gy, C
CP dla k =1,...,n bedg ograniczonymi obszarami o brzequ klasy C2. Zaldzmy,
zeag+--+am =0+ -+ 0Bn NiechF:Dyx---xDy, — Gy x---xGy
bedzie odwzorowaniem biholomorficznym. Wtedy m = n i F jest, z doktadnoscig

do permutacji obszardw (G, ... ,Gn), nastepujgcej postaci
F(z1,... 2m) = (p1(21), - - -, om(zm)),
gdzie @; jest odwzorowaniem biholomorficznym dla j =1,...,m.

Ponizej przedstawmy pewien techniczny warunek, ktéry bedzie potrzebny nam
do opisania zalozeni, ktore naktadamy na obszary wystepujace w gléwnym twier-
dzeniu tego podrozdziatu.

Méwimy mianowicie, ze para (D,dp), gdzie D € D, spelnia warunek (x), jesli

(a) dp jest odlegloscia (2°),

(b) dla dowolnego z € D istnieje ciag (x,,y,)52; C D x D taki, ze

dD(zl/aZ) = dD(yVaZ) = (1/2>dD(zUayu) — o0,

v——+00

dp(zv,yv) =dp(zy,2p—1) +dp(@p—1,Yp-1) + dp(Yp—1,y), v EN,

(c) dla dowolnego ciagu (z,,¥,)52; C D x D majacego powyzsze wlasnosci
istnieje 1o takie, ze dla kazdego v > vy odcinek [x,,¥y.]qs, ma dokladnie jeden
$rodek.

(?4) Przez d bedziemy w § 2.2 zawsze rozumieé pewna holomorficznie niezmiennicza rodzing
pseudoodlegtosci (dp) pe-
(?°) Warunek ten zachodzi na przyklad, gdy D jest obszarem ograniczonym.
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Zauwazmy, ze warunek (b) z definicji (%) powoduje, iz
dD(zl/a yl/) = dD(SCV, :C,LL) + dD(z,uv y,u.) + dD(y,UJ yl/)v

dla p < wv.

Warunek (x) jest do$é skomplikowany jednak udowodnimy, po wykazaniu gtéw-
nego twierdzenia tego podrozdziatu (Twierdzenie 2.2.5), ze speliony jest on przez
dosy¢ szeroka klasg obszaréw, mianowicie (%9):

Propozycja 2.2.3. Jesli D jest scisle wypuktym obszarem ograniczonym, wtedy
para (D,kp) (?7) spetnia ().

Propozycja 2.2.4. Para (E., kg,) ma wlasnosé (x).
Ponizej przedstawiamy gléwne twierdzenie § 2.2.

Twierdzenie 2.2.5.Niech d = (dp)peo bedzie holomorficznie niezmienniczg ro-
dzing pseudoodlegtosci. Zaloimy, ze d ma wtasnosé produktowq oraz, ze kazda z par
(Dj,dp,), j =1,....,m, (Gg,da,), k = 1,...,n, ma wlasnosc¢ (x). Przypusémy,
zeayr+-- 4oy, =1+ -+ Pn. NieechF:Dyx---xD,, — Gy x---xG, bedzie
bijektywnq i cigglte d-izometrig. Wtedy m = n oraz (po ewentualnej permutacyi)
Fi(z) =¢i(zt), 2= (21, 2m),

gdzie @y € Isomy(Dy, Gy), t=1,...,m.

Ograniczajac sie w Twierdzeniu 2.2.5 tylko do odwzorowan biholomorficznych
otrzymujemy:

Whniosek 2.2.6. Zaldimy, zZe dla pewnej holomorficznie niezmienniczej rodziny
pseudoodlegtosci d = (dp)pen, posiadajgcej wlasnosé produktowq, pary (D;,d)
dla j = 1,...,m oraz (Gg,d) dla k = 1,... ,n spelniajg wlasnosé (x). Niech
ar+ -+ a,m =B +--+ B Niech F: Dy x---xD,, — Gy x---xG,
bedzie odwzorowaniem biholomorficznym. Wtedy m = n i F jest, z doktadnoscig
do permutacji obszaréw G, postaci

F(’Zlv R Z’m) = (901(21)5 R Sﬁm(zm));
gdzie @; jest odwzorowaniem biholomorficznym dla j =1,...,m.

Przed przejsciem do dowodu Twierdzenia 2.2.5 podajmy nastepujaca trywialna
uwage.

Uwaga 2.2.7. Niech x,y,z € D. Wtedy

max{dp(z,2),dp(y,z)} > %dp(:c,y)

1 Townos¢ zachodzi tylko wtedy, gdy z jest srodkiem odcinka [x,ylap -

W dowodzie Twierdzenia 2.2.5 bedziemy potrzebowaé¢ dwu, ponizej podanych
lematéw, ktore wykazemy jednak dopiero po zakoriczeniu dowodu gléwnego twier-
dzenia.

(26) Obszar D C R* nazywamy $ci§le wypuklym, gdy dla dowolnych punktéw z,y € D,
mamy tx + (1 —t)y € D oile t € (0,1).

(37) Pamigtamy, ze w tym wypadku kp jest réwne dowolnej innej odleglosci holomorficznie
niezmienniczej.
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Lemat 2.2.8. Ustalmy punkt z € D. Zaldzmy, ze {(x,,y,)}22, spelnia warunek
(b) z wlasnosci () z wyrdznionym punktem z. Niech f : D — G bedzie d-
kontrakcjqg zespolong takgq, ze

de(f(z), f(yn)) = dp(zy,y) dla pewnego v € N. (2.2.1)

Wtedy dla wszelkich p < v

2de(f(xp), £(2)) = 2da(f(yu), f(2)) = da(f (), f(yu)) = dp(@p, yu), (2.2.2)

w szezegdlnosci f(z) jest srodkiem odcinka [f(x,), f(yu)lde -

Lemat 2.2.9. Niech d = (dp)peo bedzie holomorficznie niezmienniczg rodzing
pseudoodleglosci. Zaloimy, zZe d ma wlasno$é produktowg oraz, zZe kazda z par
(Dj,dp;), j = 1,...,m, (Gk,dg,), k = 1,...,n, posiada wtasnos¢ (x). Niech
F:Dyx XDy — Gy X--- X Gy, bedzie d-izometrig. Ustalmy a = (ai,. .., am)
oraz oznaczmy &' = (ag,...,am). Niech {(x,,y,)}52, C D1 x Dy bedzie zbiorem
spetniajgeym warunek (b) z wlasnodci (x) z wyrdznionym punktem a,. Wtedy
istnieje j € {1,...,n} takie, Ze

2dg, (Fj(zy,d'), Fj(a)) = 2dg, (Fj(yv, a), Fj(a)) = dg, (Fj(zy,d), Fj(ys,a')) =
dp, x-xD,, (xv,a’), (yy,a")) = dp, (x,,y,) dla dowolnego v € N, (2.2.3)
Fj(a1,2") = Fj(a) dla dowolnego z' = (22,...,2m) € Da X -++ X Dy,.  (2.2.4)

Jesli dodatkowo vy < -+ <, f1 <o < P, a1+t am =P+ + By i F
jest ciggte bijekcjq, to wtedy B; = a1 = Bi.

Dowdd Twierdzenia 2.2.5. Bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze a; < ... < au
i <...< Bh Weimy punkt a = (a1,...,am) € D1 X -+ X Dy,. Oznaczmy
F(a) =b= (b1,...,by) 1d = (ag,...,am) € Dy X -+ X Dy,. Wybierzmy zbiér
{(zy,4,)}22, C Dy x Dy spehiajacy warunek (b) z whasnoéci (%) z wyréznionym
punktem a;.

Udowodnimy indukcyjnie, ze dla dowolnego k € {1,...,m} istnieje liczba t(k) €
{1,...,n} taka, ze oy, = By oraz

Ft(k) (zl, ey Rk—1,0ky Bk+1y -+ Zm) = Ft(k) (a)
dla wszelkich (21,...,2k,... ,2m) € (D1,...,Dy,...,Dy); (2.2.5)
Jeéll kl 7é kQ, to t(kl) 7é t(kz) (226)

Na mocy Lematu 2.2.9 istnieje t(1) takie, ze Fy(1)(a1,2") = Fy1)(a) dla dowol-
nego 2’ € Dy X --- X Dy, i a1 = Byq). Zaldzmy, ze dla j = 1,...,k — 1 istnieja
liczby t(j) takie, Ze a; = fBy(;) oraz

Ft(j)(zl’ sy Ri—1,05, 25415 - - -, Z’m) = Ft(])(a)a
i jedli ji # ja, wtedy t(j1) # t(j2) dla kazdego ji,j2 < k,. (2.2.7)
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Bez straty ogdlnodci mozemy przyjaé, ze t(j) = jdlaj=1,...,k—1. Zdefiniujmy
Hal,...,ak,l = F(k,___,n)(al, e, k1, ) : Dk X oo X Dm — Gk X X Gn

Hq,....an_, jest, na mocy (2.2.7) i wlasnosci produktowej, d-izometria zespolona.
Stosujac Lemat 2.2.9 do Hy, ... q4,_, oraz zbioru {(z,,y,)}52; C Dy X Dy, spehiaja-
cego warunek (b) z wlasnosei (x) dla wyréznionego punktu ay otrzymujemy ist-
nienie ¢(k) > k — 1 takiego, ze By = ay i

dp, (yl/aak) =dp, ('TV’ak) =
dc, (Fymy (@1, @p—1, Ty, Qpg1, - -5 0m), Fyay (a1, - agy argets - oo an)) =

th(k) (Ft(k) (al, ey A—1, Yy Q41,4 - - - am), Ft(k) (al, ey ALy Q41 - - -y am)
(2.2.8)

oraz Fypy(ai,...,ak, 2k41,- -, 2m) = Fyu(a) dla dowolnie wybranego punktu
(Zkt1s- > 2m) € Dpy1 X -+ X Dy

Ponizej udowodnimy, ze dla dowolnego punktu (z1,...25—1,2k+1,- - 2m) Z€
zbioru Dy X -+ X Dyg_1 X Dgyq X --- X Dy, zachodzi

Ft(k) (2’1, oo R—150k, Rk4+15 - - - ,Zm) = Ft(k) (a) (229)
Przypu$émy, ze tak nie jest, wéwczas mozemy znalezé punkt (z1,..., 2k, ..., 2m)
7 Dy XX Dp X+ x Dy, taki, ze Fygy(21,. .., 261, Qky 241, - - - 2m) 7 Fyy(a).
Stosujac Lemat 2.2.8 do odwzorowania Fy()(a1,...,ak—1,, Zkt1, - -, Zm), Punktu

ay, oraz zbioru (x,,y,)52; C Dy x Dy spehliajacego warunek (b) z wlasnosci (x)
z wyréznionym punktem ay otrzymujemy na mocy (2.2.7) ( bierzemy v tak duze

by dp, (zv,ar) = dp, (Yv,ar) > dp,x-.xDy_,((a1,...,a5-1),(21,...,25-1)) 1 by
istnial doktadnie jeden srodek odcinka
[Ft(k) (ala ey Ok —1,Tyy B41y -+ 5 Zm)’ Ft(k) (ala sy Qk—15Yvy Zk41,5 - - - azm)]dct(k))

nastepujacy ciag nieréwnosci:

de (,T,,, ak) = de (yl/a ak) =

max{da, ., (Fyk) (@1, - - k-1, Ty 2kt 15 - -5 2m)s Fyry (@1, -+ oy Ay 2h415 -+ -5 2m)),
da g (Frey (@1, -« o5 @15 Yy 2kt 15 - -5 Zm), Fyry (@1, -+ oy Gy Zh41,5 -+ o5 2m) } < max
146, o (Frry(an, oy Q15 Ty 2kt 15 -+ o5 2m)s Py (215 - -+ 5 2k—15 Qks Zh4 15 - - -5 Zm))s
dGy g (Frky (@15 - s Q=15 Yoy 2kt 15 - - 5 2m), Fir) (2155 Zh=1, @y 2415 - - -5 2m)) }
<max{dp, (a1, ..., Qk—1,Tuy Zkt1y- s Zm)s (Z1y - oy Zhe1, Qhy Zhtls -« 5 Zm)s
dp, ((1, -+ Q=15 Yuy 2ty - -3 Zm)s (Z1s v oy Zhe1y Qky Zht 1y - - -y Zm)) } =
dp, (xy,ar),

ktéry daje nam oczywista sprzecznosé. Koriczy to dowdd (2.2.5) 1 (2.2.6).
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Z warunku a1 +. . .+, = B1+. ..+ S, 1 wlasnodei (2.2.6) wynika, ze m =n. W

konsekwencji otrzymujemy istnienie pewnej permutacji o zbioru {1, ..., m} takiej,
ze aj = By ;) dla dowolnego j =1,...,m.

Zdefiniujmy dla dowolnego punktu @ = (a@1,...,am) € Dy X -+ X D, oraz
je{l,... ,m}:

Z(a,j) ={ke{l,...,m}: Fy(-,a;5,-) = Fx(a)}.

Na mocy (2.2.5) i (2.2.6) (zastosowanych oczywiscie do punktu a) otrzymujemy,
ze dla wszelkich @ = (@1, ...,a4m) € D1 X ... Dy,

Z(a,j)# 21 |J2@5)=A{1,...,m}

Jj=1

Jako konsekwencje (2.2.5) otrzymujemy, ze dla dowolnego j € {1,...,m} ist-
nieje k € Z(a, j) takie, ze oj = fg.
Ponizej wykazemy, ze dla wszelkich a € Dy X ... X D,,

#Z(a,j) =1 dla dowolnego j € {1,...,m} .

Przypuéémy, ze tak nie jest, zatem dla pewnych a € Dy x ... x D,, oraz
jeA{l,...,m} mamy Z(a,j) = {k1,...,kp}, gdzie p > 1. Na mocy wiasnosci
produktowej i definicji Z(a, j), odwzorowanie

F b fgmy (5855 ) £ DX X Dj x -+ X Dy, —

Gy X X Gy X+ X G, X X G,

P

jest d-izometria. Ale nieréwnosé § §
041+"'+(54j+"'+04m>ﬂl+"'+ﬂk1+"'+ﬂkp+"'+ﬂm

stol w sprzecznosci z faktem, ze odwzorowanie Fiy g & . (+aj,-) jest ciagla
iniekcja.
Ponizej dowiedziemy, ze dla dowolnych a,a € Dy X -+- X Dy 1§ € {1,...,m}
Z(a,j) = 2(a, j). (2.2.10)
Zeby wykazaé¢ (2.2.10) zauwazmy, ze Z(a,j) = Z((a1,ag,...,am),j) dla j =
2,...,m. Powoduje to, na mocy uwag, ktére poczyniliémy powyzej, ze Z(a,1) =
Z((a1,az2,...,am),1). Analogicznie mozna dowiesé¢, ze Z((a1,az,...,am),Jj) =
Z((a1,az,as,...,am),j) dla 5 = 1,...,m. Postepujac indukcyjnie w ten sam

spos6b otrzymujemy (2.2.10).

Na mocy definicji Z(a, j) i wlasnosci (2.2.10) otrzymujemy, po ewentualnej per-
mutacji, ze F(z1,...,2m) = (F1(21),..., Fm(2m)). Z d-izometrycznodci F otrzy-
mujemy d-izometrycznoé¢ F; dla j = 1,... ,m. Korczy to dowdd twierdzenia. [
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Uwaga 2.2.10. W rzeczywisto$ci nie musimy zaklada¢ w dowodzie Twierdzenia
2.2.5 wiasnoéci produktowej d w ogdlnoéci, lecz potrzebujemy zalozy¢ tylko te
wlasnoé¢ dla obszaréow Dy, ..., D, 1 Gy,... ,G,.

Dowdd Lematu 2.2.8. Na mocy (2.2.1), wlasnosci zbioru (z,,4,)52, 1 d—kontrak-
tywnosci f mamy

da(f(zv), f(yv)) = dp(2v, y0) =
dD(xuaxu) + dD(xuaZ) + dD(Zayu) + dD(yuayu) >
da(f(zv), f(zp)) +da(f (), f(2)) + da(f(2), f(yu) + da(f(yu), f(y)) >
d

co daje (2.2.2) i konczy dowdd Lematu 2.2.8. O

Dowdd Lematu 2.2.9. Oznaczmy F(a) = b = (by,...,b,). Na mocy wlasnosci
produktowej d, Lematu 2.2.8 i d-izometrycznosci F' dla dowolnego v € N istnieje
je{l,...,n} takie, ze

2dg, (Fj(zy,d), Fj(a)) = 2dg, (Fj(yv, d'), Fj(a)) =
dG ( (,T,,, )aFJ( )) = leX“‘anL((xV’al)’(yl/aal)) = dD1('TVayV)-

Z Lematu 2.2.8 i skoniczonodci n wynika istnienie j € {1,...,n} takiego, ze za-
chodzi (2.2.3).

Dla dowodu (2.2.4) przypusémy, ze dla pewnego 2’ € Dy X - -+ X Dy, zachodzi
Fj(a1,2") # b; = Fj(a). Dzigki warunkowi (b) z wlasnosci (x) mozemy wybraé
v € N takie, ze

dp,(zy,a1) = dp, (Yv,a1) > dp,x...xD,, (@', 2").

Wykorzystujac warunek (c) z wlasnosci () (do zbioru G;) mozemy zalozy¢, ze od-
cinek [Fj(z,,a'), Fj(y., a )]dcj ma dokladnie jeden $rodek. Na mocy wlasnosci pro-

duktowej d, d-kontraktywnosci Fj, (2.2.3) i Uwagi 2.2.7 otrzymujemy nastepujacy
ciag nieréwnosci

le (1'11; al) = le (yllv al) =
max{dp, x...x D, ((v,a’)
max{dg, (Fj(z,,d’), Fj(a

), d
max{dg, (Fj(x,,a'), Fj(a1,2")),d
)

max{dp, x...xp,, ((zv, a), (a1, 2’

/

vdDy % x Dy ((Yvs ), a)} =

G, (Fj(yw,a’), Fj(a))} <
vda; (Fj(yv,a'), Fi(a1,2"))} <
dp, x--xD,, (Y, a'), (a1,2'))} =

le (ZC,,, al)a

,Q

— = = =

ktéry daje nam sprzecznosc.
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Zeby dowiesé¢ drugiej czesci lematu wykazemy, ze aq > Bj. Przypusémy, ze
ta nieréwnos¢ nie zachodzi, wigc mamy 8; > a1, ale dzigki (2.2.4) i wlasnosci
produktowej d odwzorowanie

Fo, 5..m@,):Dax XDy — G X X Gy x - X Gy (2.2.11)

jest d-izometria.
Implikuje to ze wzgledu na warunek (a) z (x), ze to odwzorowanie jest iniekcja,
ale

dim(D2x---xDm):a2+...+am>
51+-"+Bj+---+ﬁn=dim(G1x---xéjx--.xGn)

co stol w sprzecznosci z iniektywnoscia i ciagloscia Fiy | 5 . )

Dowodzi to, w szczegdlnoscei nieréwnosci o > (1. Ale cale rozumowanie,
ktére prowadziliémy powyzej mozemy zastosowaé do odwzorowania F~! co da
nam nieréwnosé¢ a; < 1. Zatem oy = Si.

Uzywajac wlasnosci (2.2.11) i poréwnujac powtérnie wymiary dziedziny i obra-
zu uzyskujemy wymagang réwnosc¢ a; = ;. Konczy to dowéd Lematu 2.2.9. [

Dowdéd Propozycji 2.2.3. Dla dowolnego punktu z € D wezmy geodezyjna ze-
spolong ¢ (?8) przechodzaca przez z, taka, ze p(0) = 2z (?°). Woéwczas zbiér

{((p(ﬁ), @(—ﬁ))} spelnia warunek (b) z (%) z wyréznionym punktem z.
v=1

Ponizej dowiedziemy, ze kazdy odcinek wzgledem k£ w D ma dokladnie jeden
srodek. Przypu$émy, ze istnieja punkty z,y € D takie, ze odcinek [z, y]i, posiada
wiecej niz jeden srodek. WezZmy geodezyjna zespolona ¢ przechodzaca przez x
iy taka, ze o(s) = xz, p(—s) = y dla pewnego s > 0 i polézmy z; := ¢(0).
ZalozyliSmy istnienie punktu zo € D, 21 # za takiego, ze kp(z,22) = p(0,s) =
kp(y, z2) = %kD(:c, y). Wybierzmy geodezyjne zespolone ¢1, @2 : E — D takie,
ze p1(0) = 22, p1(s) = @, p2(0) = 22, P2(—s) = y. Zdefiniujmy

gj— =to+(1—t)p; dlate[0,1], j=1,2.

Dzigki wypukloéci D mamy gf : E — D.
Poléimy wy := tz14(1—t)z9 € D dlat € [0, 1]. Poniewaz g%(0) = wy, gi(s) = =
i g¢(—s) =y, wiec zachodza nastepujace nieréwnosci

(?®) Przypomnijmy, ze w obszarach wypuklych mamy poprawnie zdefiniowane pojecie geo-
dezyjnej zespolonej.

(?%) W uzupelieniu do Twierdzenia Lemperta dodajmy, ze w [Leml] i w [Lem2] zostalo
réwniez udowodnione, ze w ograniczonych obszarach wypuktych dla dowolnej pary punktéw
istnieje geodezyjna zespolona przechodzaca przez te punkty. Co wigcej, tatwo widaé (stosujac
Lemat Schwarza), ze gdy dla pewnego ¢ € O(E, D), gdzie D jest obszarem wypuklym, mamy

kp(p(M), (A2)) = p(A1,A2), dla pewnych A1 # A2, A1, A2 € E,

to ¢ jest geodezyjna zespolong.
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kp(ws, x) < p(0,8) = kp(z1,2) i kp(we,y) < p(0,—s) = kp(21,y).
Gdyby gt lub g& nie byly geodezyjnymi zespolonymi otrzymaliby$my nastepujaca
zaleznosé

kD(Z',y) < kD(U}t,:C) + kD(’LUt,ZJ) < kD(Zlaz> + kD(Zlay) = kD(l',y),

ktora daje oczywista sprzecznos¢. Wiemy zatem, ze g§ jest geodezyjna zespolona.
W szczegdlnosci oznacza to, ze (g%)*(OE) C 9D prawie wszedzie (*°). Scista
wypuklos¢ D implikuje, ze p* = ¢7 na OF p.w. dla j = 1,2. Zatem ¢ = ¢1 = ¢2
na E (zob. np. [Dur], § 2.1). Zatem zo = ¢1(0) = ¢(0) = 21, konczy to dowéd
Propozycji. O

Dla zakoriczenia rozwazan w tym podrozdziale potrzebujemy jeszcze dowodu
Propozycji 2.2.4, zanim to uczynimy wprowadzmy jeszcze dodatkowe definicje po-
mocnicze.

Definicja 2.2.11. Dowolne odwzorowanie holomorficzne ¢ : E — D takie, ze
©(C0) = z,9(¢1) =y, i dp(x,y) = p(Co, C1) nazywamy d-geodezyjng zespolong dla
(x,y). Jedli ¢ jest d-geodezyjna dla dowolnej pary (x,y) € ¢(F) X ¢(E), wtedy ¢
nazywamy lokalng d-geodezyjng.

Uwaga 2.2.12. Dla odwzorowania holomorficznego ¢ : E — D zachodzi naste-
pujacy ciag implikacji:

o jest d-geodezyjna zespolona — ¢ jest lokalna d-geodezyjna zespolona — ¢ jest
d-geodezyjna zespolona dla pewnej pary punktow.

Zanim przejdziemy do przypadku pary (Ey, kg,) (czyli Propozycji 2.2.4) wy-
piszmy bez dowodu pare prostych i znanych faktow dotyczacych wiasnoéci ob-
szarow w C, nakry¢ holomorficznych, pseudoodlegtosci Kobayashiego i zwiazkéw
miedzy nimi.

Lemat 2.2.13 (zob. [Jar-Pfl], § 3.2,§ 3.3; [Kob], §4.1). Niech D bedzie k-hi-
perbolicznym obszarem w C (31) (32). Wéwczas

(i) D jest obszarem typu taut (33) (i w konsekwencji dla dowolnych z,y € D
istnieje k-geodezyjna ¢ dla (x,y));

(39) Dla funkcji f € H>®-ograniczonych funkcji holomorficznych zdefiniowanych na E-przez
f* oznaczamy jej wartos$é¢ radialng, f*(X) := lim,_1 f(r)), ktéra istnieje dla prawie wszystkich
A € OE. Co wiecej, powyzsza granica istnieje prawie wszedzie na OF dla bardziej ogdlnej
klasy funkcji, a mianowicie dla przestrzeni Hardy’ego (HP). Méwimy, ze funkcja holomorficzna
f+ E — C nalezy do HP, gdzie p € (0,00), gdy Supg<,«1 {f;ﬂ \f(rei9)|pd9} < 0o (zob. np.
[Gar], Chapter II; [Dur], Chapter II).

(31) Obszar D ¢ C™ nazywamy d-hiperbolicznym, gdy dp(w, z) > 0 dla wszelkich w,z € D,
w # z.

(32) Dla obszaru D C C zachodzi réwnosé kp = kp (zob. [Jar-Pfl], § 3.3).

(33) Obszar D C C™ jest obszarem typu taut, gdy kazdy ciag {f.}5° C O(E, D), albo
posiada podciag {fj, }o° niemal jednostajnie zbiezny do funkcji f € O(E, D), albo posiada
podciag { fj, }2° rozbiezny jednostajnie na zbiorach zwartych (tzn. taki, ze dla dowolnych zbioréw
zwartych K C E, L C D istnieje vg takie, ze f;, (K)NL =, gdy v > 1p).
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(ii) jesli ¢ : E — D jest k-geodezyjng zespolong dla pewnej pary punktéw, wtedy
© jest nakryciem holomorficznym (3%)
(iii) jesli ¢ : E — D jest nakryciem holomorficznym, wtedy ¢ jest lokalng k-
geodezyjng;

(iv) kp(z,y) = min{p(u,v), gdzie p(v) =y}, gdzie ¢ : E — D jest nakryciem
holomorficznym i p(u) = x;

(v) jesli ¢ : E — D jest k-geodezyjng zespolong dla pewnej pary punktéw, to
wtedy dla dowolnych x,y € D iu € p~1(z) istnieje v € ¢~ (y) takie, Ze kp(z,y) =
p(u,v).

)

Lemat 2.2.14. Niech D bedzie k-hiperbolicznym obszarem w C. Niech ¢ : E —
D bedzie k-geodezyjng dla pewnych (x,y). Jesli z jest $rodkiem odcinka [x,yk,,
wtedy istniejg punkty u,v,w € E takie, zZe p(u) = x,p(v) = z,0o(w) = y i
p(u, w) = 2p(u,v) = 2p(v, w).

Dowdd Lematu 2.2.14. Na mocy Lematu 2.2.13 mozemy wziaé u,v,w € F takie,

ze p(u) = z, p(v) = 2z, (w) =y ipu,v) = kp(z,2), plv,w) = kp(zy).
Nastepujacy ciag nieréwnosci zakonczy dowdd Lematu 2.2.14

p(u,w) < p(u,v) —l—p(U,tU) = kD('T’z) + kD(zay) = kD('Tay) < p(u,w).

O

Dowdd Propozycji 2.2.4. Niech ¢ : {Rez > 0} =t H 3 z — exp(—2) € E..
Na mocy Lematu 2.2.13 i faktu, ze wszystkie odcinki wzgledem ky maja $rodki,
mozemy wybraé u,v,w € H takie, ze p(u,w) = 2p(u,v) = 2p(v,w) réwne jest
kg, (zo,y0) 1 p(u) = x0, p(w) = yo. Zatem latwo widaé, ze p(v) jest $rodkiem
odcinka [zg,Yolkp, - Ustalmy punkt ug € H taki, ze p(ug) = xo. Lemat 2.2.14
implikuje, ze odcinek [zo,yo]k,, ma wiecej niz jeden Srodek wtedy i tylko wtedy,
gdy mozemy znalezé dwa punkty wy # we € H takie, ze o(w1) = ¢(ws) = yo i
kg (wr,ug) = kg (wa, up) réwne jest

kg, (xo,y0) = min{kp (ug, w) : p(w) = yo}- (2.2.12)
Przypomnijmy wzér na kg (zob. np. [Jar-Pfl], Chapter II, Exercise 2.2)

w—z

dla dowolnych w, z € H.

biw.2) = |2

Latwo mozna sprawdzié, ze punktem w € H przyjmujacym minimum w (2.2.12)
jest punkt, ktérego odleglos$¢ euklidesowa od ug jest najmniejsza. Mozliwe punkty
majace te same obrazy po zlozeniu z ¢ réznia sie od siebie o 2mi. Latwo mozna

(3%) Odwzorowanie f € O(D,G), gdzie D,G € B nazywamy nakryciem holomorficznym,

gdy f jest suriekcja taka, ze dla dowolnego z € G istnieje otoczenie U punktu z takie, ze
) = UjEJ Uj, gdzie f|y; jest odwzorowaniem biholomorficznym na U.
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zobaczy¢, ze istnieja co najwyzej dwa punkty przyjmujace minimum i majace ten
sam obraz po przejéciu przez ¢. Dowodzi to tego, ze w E, dla kazdego odcinka
wzgledem kg, istnieje co najmniej jeden, a co najwyzej dwa $rodki.

Zeby dowiesé, ze para (B, kg,) ma whasnosé () zauwazmy, ze zbior

{(exp(—up), exp(—wy))};Z C B X B,

gdzie punkty u,,w,,v leza na jednej prostej rzeczywistej prostopadlej do prostej
{Rez = 0} i spehiaja warunek 2k (u,,v) = 2kg(v,w,) = kg(uy,w,) — o0,
spelnia warunek (b) z wlasnosci () dla wyréznionego punktu exp(—wv).

WeZmy dowolny zbidr {(z,,y,)}32; C E. x E, spehmiajacy warunek (b) z
wihasnodci (%) dla wyrdznionego punktu x. Bez straty ogélnosci mozemy zalozyé, ze
Ty F# Ty, Yu # Yu, gdy 1 # v. Ustalmy pewien przeciwobraz z (oznaczmy go przez
Z). Na mocy Lematéw 2.2.13(v), 2.2.14 i wlasnosci (%), dla kazdego v mozemy
znalezé przeciwobrazy x,, y, (oznaczmy je przez &, oraz y,) takie, ze & oraz &, i
7, leza na prostej lub na pélokregu prostopadtym do {Rez = 0}. Wykorzystujac
warunek (b) z wlasnosci (x) widzimy, ze wszystkie te przeciwobrazy musza lezeé
na tej samej prostej lub na tym samym pélokregu prostopadtym do {Rez = 0}.
Gdy te punkty leza na prostej, to wtedy dla kazdego v istnieje dokladnie jeden
srodek odcinka [, Y]k, - Zatem przypus$émy, ze leza one na pélokregu. Latwo
widaé, ze dla co najwyzej jednej pary (z,,y,) ich przeciwobrazy maja wlasnosé
|Im Z,, — Im §,,| = 7, co implikuje, ze dla co najwyzej jednej pary (z,,¥,) istnieje
wiecej niz jeden $rodek odcinka [z, y, ]k, . Konczy to dowéd wlasnodci (x) i dowdd
Propozycji 2.2.4. O
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ROZDZIAL III

GEODEZYJNE ZESPOLONE
W PSEUDOELIPSOIDACH UOGOLNIONYCH

Naszym gléwnym celem bedzie znalezienie wzoréw na geodezyjne zespolone
w wypuklych (3%) uwogdlnionych pseudoelipsoidach zespolonych. Znajac juz te
wzory zastosujemy je do badania automorfizméw tychze pseudoelipsoid, jak i
do rozwiazania problemu biholomorficznej réwnowaznosci wypuktych elipsoid ze-
spolonych. Rozwiazanie ostatniego problemu stanowi odpowiedz na pytanie posta-
wione przez autoréw w [Jar-Pfl] (§ 8.5) o istnienie dowodu twierdzenia o biholomor-
ficznej réwnowaznosci wypuktych elipsoid zespolonych wykorzystujacego jedynie
postaé geodezyjnych zespolonych. Istniejace do tej pory dowody korzystaly z teorii
Liego (zob. [Naru]) lub teorii jadra Bergmana (zob. np. [Jar-Pfl], § 8.5). Niemniej
jednak wspomnijmy juz tu, ze te dowody wykorzystujace duzo bardziej skomp-
likowane rezultaty rozwiazuja ten problem dla wszystkich elipsoid zespolonych,
nie ograniczajac sie¢ do elipsoid wypuklych, tak jak my to robimy.

Wprowadzeniu pojecia uogélnionych pseudoelipsoid zespolonych po$wiecony
jest § 3.1, w ktorym przedstawiamy réwniez proste wlasnosci tych obszaréw. Do-
wod gléwnego twierdzenia znajduje sie w § 3.2. Podkreslmy tutaj, ze idea tego
dowodu jest wlasciwie tozsama z dowodem analogicznego twierdzenia dla elipsoid,
z ta jednak réznica, ze w pewnych miejscach metody dowodowe sa bardziej sub-
telne.

3.1. PSEUDOELIPSOIDY UOGOLNIONE —
DEFINICJA I WLASNOSCI

Ponizej powtérzmy, przeprowadzona w Rozdziale I, procedure uogdlniania poje-
cia elipsoid zespolonych, ktéra doprowadzi nas do pojecia uogdlnionych pseudoelip-
soid zespolonych.

Obszarami wyjsciowymi sa elipsoidy zespolone czyli obszary postaci:

N 2 2
5([)):{(21,,2]\[)6@ |Zl|p1++|ZN| pN<1}7p:(plaapN)7N>1
Naturalnym jest rozwazanie obszaréw, w ktérych jednowymiarowe zmienne z; ze
wzorow na elipsoidy zespolone, zastapione sa przez zmiennne wielowymiarowe,

obszary te zwane uogdlnionymi eliposoidami byly rozwazane przez wielu autoréow
(zob. np. [Kod-Kra-Ma), [Dini-Pri]) jako model obszaréw stabo pseudowypuktych.

(3%) W takich obszarach na pewno mozemy méwié o tym pojeciu (por. Rozdziat I).
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Dla naszych celow nazwijmy te obszary uogélnionymi pseudoelipsoidami ,rzedu
27

E={(21,- -y 21) €CN |21 ||PP + -+ + ||z ?P* < 13,
z; €CY, N=mny+-+ng (k> 2).

Dla ,,rzedu 3”7 definiujemy

E:={(21,...,2,) €CV:
(|ZL1|2;D1,1 N |Zl,m1|2p1'm1 )Pl N (lzk,1|2pk’1 et |Zk,mk|2pk’mk );Dk < 1},

Zj:(zj,l;---;zj,mj)e(cmj; N:m1++mk

Wreszcie ogélnie

mo mj, myy P Pjy,.-.s Jn—1 Pjy.d2 1
Pp— . . . 2
E:=(z: E g E 121, | <1y,
Ji=1 \ J2 Jn=1
— _ N _
mo, Mjy ... jk S N*, 2T >0 (k? = 1,...,7’L — 1), z = (Zl,...,zmo) c C y Bj =
(Zj71, SRR Zj,mj) (j =1,...,mo), Zj1seesfl—1 = (zjla--wjkflal’ C Bl de—tmy, et )

(/{3 = 2, Ceey n), Zi1,eidn S (C,

mo mjq Mgy, Jn—2
N=3 12 X M
J1=1 \ Jj2 Jn—1=1

Wyzej zdefiniowane obszary £ nazywamy uogdlnionym pseudoelipsoidami zespolo-
nYymi.

Jak wida¢ z definicji, do zdefiniowania uogdélnionych pseudoelipsoid zespolonych
potrzebujemy ukladu liczb dodatnich (pjl,___ ,jk)lgkgn—l- Jednakze, jak latwo wi-
da¢, uogolnione pseudoelipsoidy nie wyznaczaja w sposob jednoznaczny owego
ukladu liczb (pj,, .. j.)i<k<n—1. Dlatego tez wszelkie wlasnosci pseudooelipsoid
zespolonych beda musiaty by¢ podawane w nastepujacej formie: wogdlniona pseu-
doelipsoida zespolona ma wtasnos$é (A), gdy istnieje uktad (pj,,... j,)1<k<n—1 liczb
dodatnich definiujgcych dang pseudoelipsoide magjgcych wlasnosé (B).

I tak widaé wprost z definicji, ze:

pseudoelipsoidy zespolone sa pseudowypuklymi zupelymi obszarami Rein-
hardta (%),

brzeg uogdlnionej pseudoeliposidy zespolonej jest klasy C* (odp. C?), gdy ist-
nieje uklad definiujacy (pj,,... j.)1<k<n—1 taki, ze Dj, . . 1. Pjr,... jn > 1 (odp.
> 2) dla wszelkich mozliwych ukltadéw (j1,... ,jn-1)ik=1,... ,n—1.

(36) Obszar D C Cm nazywamy zupetnym obszarem Reinhardta, gdy 0 € D i dla wszelkich
(21,--. ,2n) € D oraz dowolnych \; € E, j =1,... ,n, mamy (A121,...,An2n) € D.

34



W tym miejscu zrébmy nastepujaca dygresje. W przysztosci wszelkie twierdze-
nia i wlasnosci, w ktérych wystepowaé beda uogodlnione pseudoelipsoidy zespolone
bedziemy dowodzié¢ jedynie dla nastepujacych obszaréw:

E:={(21,...,2,) €eCV:
(20 alPP2t 4 - |2 IPPrm )Pt 4
(”Zmo,l”meo’l + -+ ”Zmo,mmo ||2pmo,mm0 )ng < 1},

Zj = (ijl, .. -;Zj,mj) e CMit x ... x C™imi, (311)

Czynimy to ze wzgledu na fakt, ze dowody wszelkich twierdzen w ogélnym wypad-
ku nie beda zasadniczo odbiegaly od tychze w przypadku (3.1.1), ale zapis ich
byltby duzo bardziej skomplikowany i mniej przejrzysty. Dowdd wszelkich wlasnosci
uogolnionych pseudoelipsoid zespolonych oparty jest w przypadku ogélnym na in-
dukcji, w ktérej drugi krok indukcyjny jest identyczny z dowodem pewnej wlasnosci
dla powyzej zdefiniowanych pseudoelipsoid zespolonych przy zalozeniu tej samej
wiasnoéci dla pseudoelipsoid ,rzedu 27 (37).

W naszych rozwazaniach ograniczymy si¢ do przypadku pseudoelipsoid wy-
puktych, ktéry to warunek bedziemy chcieli opisaé¢ za pomoca definiujacego je
uktadu liczb dodatnich (pjl,___ ,jk)lgkgn—l- Dlatego tez rozwazania nasze zaciesni-
my do pseudoelipsoid spelniajacych warunek:

1
T S T (3.1.2)
dla k=1,...,n—11wszelkich mozliwych (j1,...,Jjn).

Ponizej podajemy lemat pokazujacy, ze to zawezenie jest zasadne:

Lemat 3.1.1. Uogdlniona pseudoelipsoida £ jest wypukta wtedy i tylko wtedy,

gdy € moze byé zdefiniowane za pomocg uktadu dodatnich liczb (pjy,... i )1<k<n—1
spetniajgcych warunek (3.1.2).

Dowdd. Jak juz wyzej wspomnieliSmy dowdd lematu przeprowadzimy tylko dla
szczegblnego przypadku pseudoelipsoid bedacych postaci (3.1.1). Dla dowodu
wypuklodci pseudoelipsoid spelniajacych warunek (3.1.2) wystarczy wykazaé, ze
funkcje zmiennych z; zdefiniowane ponizej

£i(z5) = (g, |27 + - 4 [|2g,m, || 2P )P

sa wypukle dla j =1,... ,mg.
Ustalmy teraz j € {1,... ,mo}. Zdefiniujmy

pj =min{2p;x, k=1,...,m;} > 1.

Ponizej korzystajac z nieréwnosci tréjkata dla normy euklidesowej || - || oraz normy
_ N ,
[(z1,.. . om )5, = (lza|” + ...+ |2m,|P7) 7, jak réwniezz nieréwnosci 2—’;]]&,

(®37) Dowody wszelkich twierdzen z tej czeéci pracy w pelnej postaci mozna znalezé w [Zwo2].
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p;p; > 1 (a dokladnie z faktu, ze stosowne funkcje beda wypukle) otrzymujemy
nastepujacy ciag nieréwnoéci (¢ € [0, 1]):

fi(tz + (1 = tw;) =

m; M* pj
S lltzin + (- gl 5 7)<

k=1
PjiPj

g e 205k Pj é
Z(tnzﬂcn B (1= ) w7 ) <

k=1

m; 151] ﬁjpj
t (Z ||zj,k||2pj’k> (1-1) (Z |wg,k||2pfk> <
k=1
pj

mj pPj m;j
G (Z ||> +(1-9) (Z ||wj,k||2pj’k> =
k=1 k=1

tfi(z5) + (L —1t) f(wy).

3|
=

Dla dowodu przeciwnej implikacji zauwazmy, ze gdyby obszaru £ nie dalo sie
zdefiniowaé za pomoca dodatnich liczb spehiajacych warunek (3.1.2), to wéwezas
po przecieciu £ z odpowiednig dwuwymiarowa przestrzenia zespolong (taka, ze co
najwyzej dwie ustalone wspélrzedne punktéw z tej przestrzeni z; ,; bylyby rézne
od 0) otrzymamy zbiér, ktéry jest liniowo izomorficzny ze zbiorem

{1, 22) € C7 2 A2 4 Ao < 1},

gdzie ¢ lub g2 byloby mniejsze od % Jako, ze ten zbidr nie jest wypukly otrzy-
mujemy sprzeczno$é¢. Konczy to dowdd lematu. O

3.2. WZORY NA GEODEZYJNE ZESPOLONE

Jak to juz anonsowali$my we Wprowadzeniu geodezyjne zespolone w wypuktych
pseudoelipsoidach zespolonych beda opisane przez ponizej zdefiniowana klase funk-
cji  : E — CN| ktéra oznaczamy przez (1) (38).

(pjla--wjn()\) =
Sj in M ~ /pjy...., g Pi i
(A—aﬁ, ,Jn) ' nH(a’ (1 Qi A )) 1Pt i
= VARTEEIV I — )
1- Qjy ., ]n>\ o 1- Qjy ., jk—lA
gdzie

(38) Przypomnijmy, ze dla wygody zapisu przyjmujemy p;, .. j, = L.
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€) ($j1,dn = 0) = Bjeci)* Yirooni 7 Q0),
£) (Sj1,jn = 1) = (y,..j, € E),
g) (|aj17~~~,jk— | = 1) = (O‘jh e T ajla---ajkfl)’
Mijq,..., Jk—1
(h) Qg1 |aj1,---7jk|2aj11---7jk’
Jr=1
mMjq,..., Jk—1
(i) I+ |O‘j17~~~,jk71|2 = Z |a’j17~“1jk|2(1 + |O‘j11---,jk|2)'
Jr=1

Twierdzenie 3.2.1.Jezeli uogdlniona pseudoelipsoida € jest wypukta (3%), to
kazde odwzorowanie ¢ postaci () jest geodezyjng zespolong dla €. Na odwrdt,
jesli odwzorowanie holomorficzne ¢ : E — £ jest geodezyjng zespolong takg, Ze

Ojr,.in Z 0 dla wszelkich mozliwych (ji,...,jn), to ¢ jest postaci ().

Dowdéd Twierdzenia opieraé sie bedzie na ponizej podanym kryterium okreslaja-
cym, kiedy odwzorowanie holomorficzne jest geodezyjna zespolona. Dla naszej
wygody przyjmijmy réwniez nastepujace oznaczenie:

leﬁ---ﬁjkﬂ(z) =
Mjysesdp—1 Mjy,dn—1 Pj1s-sdn—1 Pjy,..ig
2 N
Yool Xl ,zecV.
Je=1 Jn=1

Lemat 3.2.2. Niech ¢ : E — CN bedzie ograniczonym i niestatym odwzorowa-
niem holomorficznym takim, ze @;, .. i, Z 0 dla wszelkich moZliwych (j1,... ,jn).
Wtedy ¢ jest geodezyjng zespolong w wypuklej pseudoelipsoidzie € wtedy i tylko
wtedy, gdy istniejg odwzorowania hy, . ;. € H' i p: OE — Ry takie, Ze

.....

dla prawie wszystkich A € OF zachodzi

1., = X T s B R Y

thl »»»»» Jn ()‘) = P()\) (H Pjv,eefr—1 (Jj17~~~7jk71((10 ()‘)))pj e ) Pt resin ()\3
k=2

oraz Jo(¢*(N)) = 1 prawie wszedzie na OF, (3.2.2)
gdzie iloczyn w (3.2.1) rdwna sie 1, gdy n = 1.

W powyzszym wzorze H' oznacza przestrzein Hardy’ego, a <p;f1 in i h;fl i

oznaczaja wartosci radialne funkeji (4°).
(3?) Na mocy Lematu 3.1.1 mozemy zalozyé, ze jest ona zdefiniowana za pomoca liczb

(Pj1,... ,jx J1<k<n—1 speliajacych warunek (3.1.2).
40) Definicja przestrzeni Hardy’ego podana byla w § 2.2.
] yeg y
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Dowdd Lematu 3.2.2. Zauwazmy, ze jednostkowy wektor zewnegtrzny v(z) € CV
do 9€ w punkcie z € 9 N (C,)V jest dany wzorem

n
. iy =1
Vii,in (Z) = p(z) (H Pjr,egr— (Jj17-~~7jk—1(z))p]1 e ) 241, idn
k=2

gdzie iloczyn réwny jest 1, gdy n =11 p(z) > 0. Stosujac teraz wyniki z [Jar-Pfl]
(§ 8.2. — §8.3) koriczymy dowé6d Lematu 3.2.2 (identycznie jak dowéd Corollary
8.4.5 w [Jar-Pfl]). O

Dowdéd Twierdzenia 3.2.1. Wpierw dowiedziemy prostszej implikacji; mianowicie
sprawdzimy, ze funkcje opisane warunkiem (1) speliaja warunki Lematu 3.2.2, a
zatem sa rzeczywiscie geodezyjnymi zespolonymi.

Polézmy mianowicie dla wszelkich mozliwych (4, k,1) przy A € E:

(=N = ok )psepslageal?lag k] a2
hjki(A) == ;
@ikt (A)

oraz zdefiniujmy
p(\) :== |1 —apA|? dla A € OE.

Na mocy Lematu 3.2.2 dla dowodu implikacji wystarczy sprawdzi¢ nastepujace
dwie réwnosci dla A € OF:

pj—1
1. oY
() (Z s k(A 2””) Pikll @ik (VPP Dex - (N,
(3.2.3)

Z(an |> ~1. (3.2.4)

J=1

Zauwazmy, ze dla A € OF (1)

mj k
||%k E |<P]kl =
_ 2 _ Lmj’k _ 2
1- ozj)\ Tt 1—apA|Pik 1— 0y kA
— Qjk—— E ikl — ~ | —
4 1— 040)\ J 1-— ij)\ = J 1-— CYjJC)\
_2 _ 2
u 1—a;A|Pirik a_klfozj,kk Pj.k
jl—ao)\ 7 1—dj)\ ’

(1) Teraz, jak i czesto pézniej bedziemy korzystaé z nastepujacej elementarnej wlasnosci:
jesli Bo = 7 1651265 1 1+ |Bol2 = 7y [bj12(1+ |8;12), gdie B € E, j = 1,... ,m i réwnosc
|Bol = 1 implikuje 8; = Bo dla wszelkich j, to wtedy E;n:1 Ji g i‘ =1dla A € OF (por.
warunki (g), (h) i (i) z definicji wlasnosci (7)).
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zatem
1-— dj)\ P
YT " ao

Z sk (NP2 =

i w konsekwencji:
pj
3 (Ssears) <1
7j=1 \k=1

Zostal nam jedynie do sprawdzenia warunek (3.2.3), wystarczy zatem dowiesé,
ze dla A € OF:

%(1 — A kg N (X — @ k,0)PskPs skl *ag kP aj)? =
2(pj—1) 2(pjk—1) 2(pjk—1)
11— aoAPp; ajl ozj)\‘ ?j pikla jlfozj)\ PPk aj,klia,j’k/\ Pjk
1-— A 1 040)\ 1-— ij)\
1—a;A W 1—Ocjk)\ pﬂk ‘ 1— i 2
YT " ao T GRTTTE A |

co widaé po prostych przeksztalceniach.

Zeby dowiesé drugiej implikacji wezmy odwzorowania h; . ; takie jak w Lemacie
3.2.2. Na mocy [Gen] (42) otrzymujemy, ze dla A € E:

it (MR (N) = 7150 (A — @ k1) (1 — Qi1 A,

(3.2.5)

mj k
D 0kt Nhi ki (V) =1 k(N — k) (1 — @), (3.2.6)

mi My
DO ikt Whixi(N) = (A — o) (1 — a;)\), (3.2.7)

k=1 [=1

mo Mj Mk

D3 ki Mhjri(A) = ro(A — ao)(1 — @), (3.2.8)
j=1k=1 i=1
gdzie
Tikl Tk T3 T0 > 0 oraz Qj k15 QG ks Qs Qg € FE;
jesli ¢; 1 ma zero w E, to s, := 1, w przeciwnym razie s; 5 ; := 0.
42) Twierdzenie ([Gen]). Zalézmy, ze funkcja f € H' spelia warunek +f*(\) > 0 dla
X
prawie wszystkich A\ € OE. Wtedy istnieje r > 01 a € E takie, ze f(\) = r(A — a)(1 — a)) dla

AEE.
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Widzimy, ze jesli s; ., = 1, to wtedy a;jx; € E.

Z wtasnosci (3.2.5)—(3.2.8) otrzymujemy w szczegdlnoscei:

mo
Totg = eraj; o(1+ |040| ZT] (I+ |a]| (3.2.9)
=1
m; m;
Tt = er,kaj,k; 7’]'(1 + |Oéj|2> :Z T4, k(l + |Oéj7k|2), (3210)
k=1 k=1
mjk mj,
Tk = Z Tk, QG kL Tjﬁk(l + |Oéj1k| Z T, kl 1 + |Oé] k l| ) (3211)
=1 =1

dla wszelkich mozliwych j, k, .

Z warunkéw (3.2.9)—(3.2.11) wnioskujemy, ze dla A € OF

mo —
Z T_j 1-— OéjA
- ro |1 — QoA
Jj=1
-
ZJ T, 1— dj,k)\
p Ty 1-— @j)\
mj,k
ikt | 1= a5 kA
= Tk 1 @jﬁkk

=1, (3.2.12)
=1, (3.2.13)
=1 (3.2.14)

7 powyzszych warunkéw dostajemy w szczegolnosci:

jesli |ao| =1 (odp. || =1, |k = 1),

to oy = ap (odp. ok =, k1 = ;i dla wszelkich mozliwych j, k, 1),

(3.2.15)

zatem jesli |ag| = 1, wtedy aj k1 = o = a; = ag

dla wszelkich mozliwych j, k, [.

(3.2.16)

Na mocy wzoru (3.2.5) i Lematu 3.2.2 otrzymujemy prawie wszedzie na OF

nastepujaca rownosc.

pj—1
<Z|<PJ;c IQ’””) Pl WP Vs (NP =

1 * *
3 j,k,l()‘)@j,k,z()‘) =

dla wszelkich mozliwych j, k, [.
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Sumujac lewa strone réwnoscei (3.2.17) wzgledem [ (przy ustalonych j i k)
otrzymamy prawie wszedzie na F (korzystamy réwniez z réwnosci (3.2.6))

pj—1
<Z|m |> il N)|[2Pe =

m mjyk
Z 3.k, z (pj,k,l()‘)

= Z h;,k,l()‘)(:o;,k,l()‘)
=1
dla wszelkich mozliwych j, k.
Uzywajac powtdérnie tej samej procedury, sumujac tym razem wzgledem k (przy
j ustalonym), otrzymujemy prawie wszedzie na OF nastepujace nieréwnosci (ko-
rzystamy réwniez z (3.2.7)):

o0 (,_poin, (0209 ), (Z ||so;ik<A>|2pj’k) <

=71kl —a; e\ (3.2.18)

>/I>—‘

m; mj mj My k
3 Z Z h] kl ‘Pj,k,z()‘) = Z Z h;,k,l()‘)(:o;,k,l()‘) =
k 11=1 k=1 I=1

rill = a;Al* < p(A) (k _max {pgk}) pj (ZI%, 2””) (3.2.19)

dla wszelkich mozliwych j.

I w koncu postepujac jak poprzednio i sumujac wyrazenia w ostatnich nie-
réwnosciach wzgledem j otrzymamy (uwzgledniajac réwniez wlasnosei (3.2.4) i
(3.2.8)):

p(A) (Ig{ilcn{pj,kpj}> =p(N) (gl};l{pj,kpy > Zl <Z 15, I ’“)pj <

mo My Mk

Z Z Z W ki@ (M) = 1oll — agA]* <

j=1k=1 I=1

p(A) (I%%_X{pj,kpj ) Z <Z 15 V)12 ")pj = p(N) (H;%X{pj,kpj}) - (3.2.20)

Na mocy (3.2.17) otrzymujemy dla prawie wszystkich A € OF

7kl — @\

ma . \Pi—1 . o
p(ps (S g e )™y sl (M) 2=

|05kt NI? = (3.2.21)
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Z kolei wykorzystujac wzor (3.2.18) otrzymujemy z (3.2.21) dla prawie wszystkich
A€ OE:

|‘P;,k,l()‘)|2 =

ijk-
rikdll = @ ra A rikll = @A

3.2.22)
i k|l — @, k|2 m; . o \pi—1 (
sl = BN\ s (S Nl N2

Konsekwentnie, na mocy (3.2.19) otrzymujemy z (3.2.22) dla prawie wszystkich
A€ OE

|(P;',k,l()‘)|2 >
1

rieall — @i <rj,k|1 A APM, > o <rj|1 - am?) T am)
7kl — @ kA2 7Pkl — a2 pip(MM; ’

gdzie
Mj — { maxg=1,...,m; {pjyk}, Jeéll Dj <1 .
ming—1,....m;{pjk}, Jjedlip; >1

I ostatecznie na mocy (3.2.20) otrzymamy z (3.2.23) prawie wszedzie na OF

o5k (V) =
1 1
rikall = @A) (Tj,k|1 - aj,k)\|2/\4j) 7ik ( 7|l — a;\PM ) P3.kP3
(

)

Tj1k|1 — aj,k/\|2 ijj,ku — 54]'/\|2 Topj|1 — 540/\|2Mj 3_2.24)
gdzie
M= nin{p; kp;}-

Funkcje ¢ x,; mozemy ograniczy¢ podobnie jak we wzorach (3.2.23) i (3.2.24) z
géry z tym, ze bedziemy musieli odpowiednio zmienié¢ definicje M; i M (w miejsce
minimum wstawiamy maksimum i na odwrét).

Z (3.2.17) i (3.2.24) otrzymujemy, ze:

=~ 2
hE (/\)| < C|1 — Oéj,k,l>\|
7.k, — 1 1
1_6¢j,k,l)\ 1—6¢j,k)\ Pjk 1—54j)\ Pj kPj
175‘]',1&')\ 17541')\ 1—apA

Jedli wszystkie a sa z F, to hj; € H*. Jedli z kolei, ktéres z o jest na modul
réwne 1, to wéwczas funkcja h;p; jest réwniez ograniczona na mocy wlasnosci
(3.2.15) oraz (3.1.2).

Zauwazmy, ze gdy przy ustalonym j warto$¢ wszystkich p;j jest taka sama
niezaleznie od k, to wéwczas w (3.2.23) zachodzi réwnoéé, jesli dodatkowo wszelkie
p; sa takie same, to wéwczas réwniez w (3.2.24) zachodzi réwnosé.
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Rozpatrzmy teraz szczegdlny przypadek
P1 =pj, P2 =pjk dla wszelkich j, k

Wtedy na mocy (3.2.24) (pamietajmy, ze w tym przypadku mamy tam réwnosé)
zachodzi prawie wszedzie na OF

_1 1
Tigll = @A (el = @ AP\ Pk (]l = ag\* v
Tikll — ajrAl? il —a A2 0|1 — apA|? '

|50;,k,l(>‘>|2 =
Poniewaz

_1 1

Pikd (1= a5k N)? (1 (1= @y kX)) 7ok (r(1 — ayA)?) Fawrs

jest funkcja zewnetrzna (4%), a wigc na mocy twierdzenia o rozkladzie (zob. np.
[Dur] § 2.4 (*)), otrzymujemy dla A\ € E

Pike,t(A) =
1_64kl)\ 1—dk)\ ﬁ 1—a;\ pj,}vpj
Bjki(N) (a ‘,k,z%) (a 2 aj——" Sjki(N),
j PR Zaa ) PP T e 1 —ao) (3.2.25)
gdzie

1 1 1
I A R R (0 T R
ol = (25 Jasal = (25) sl = (2

)‘_O‘J‘, s < 1. _
Bipi(n) = 4 Taan oSl =1
. 1 jesli sj 6, =0
T 10
e + A
Sjki(A) = exp (—/ mdaj7k7l(9)) ,

(*3) Wiadomo, ze jeéli f € HP (p > 0) oraz % € H" dla pewnego r > 0, to f jest funkcja
zewnetrzna (zob. [Gar], § 2.4).
(**) Twierdzenie. Niech h € HP(E), gdzie 0 < p < oo, h Z 0. Wtedy

h=c-B-S5-Q,

gdzie |c| = 1, B jest iloczynem Blaschkego funkcji h,

27 10
S(A) = exp (—/ e.9—+>\da(0)) . AeE
0 e A

(o jest nieujemna miara borelowska, osobliwa wzgledem miary Lebesgue’a) oraz

1 27 160 X
QW =e (- [ SR mib e}, A E
o Jo e — X

Co wigcej, S*(A) = 0 dla o-prawie wszystkich A € OF oraz powyzszy rozklad jest, w oczywistym
znaczeniu, jednoznaczny.
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gdzie o1, jest osobliwa, nieujemna miara borelowska.

Dla zakoniczenia dowodu wystarczy wykazaé, ze o;1,; = 0, poniewaz wtedy:
na mocy (3.2.16) mamy ag € E (por. wlasno$é¢ (d) z definicji (f)). Co wigcej
(3.2.9)—(3.2.11) oraz (3.2.15) daja nam wlasnosci (g), (h) i (i) z definicji (7).

Zeby dowiesé, ze 0.k = 0 zauwazmy, ze na mocy (3.2.5), (3.2.25) i faktu, ze
Rk € H> otrzymujemy

elX — a; ||l — @ e\

1S5k, (A)] >

1 1
Pjk | 1=Q;A | PjkPj

1—aoA

1—&j’k,1k 1—&j’kk
1—07j,k)\ 1—07]'k

dla A € E i pewnego € > 0.
Ale wiemy, ze

T ki(A) =0 dla 0 —prawie wszystkich A € OF.

Z tych dwéch warunkéw razem z (3.2.15) otrzymujemy, na mocy nieograniczonosci
funkcji

1— A2
A —1J?

EB)\H|)\1|5exp<b >,ﬂ€R,b>0,
ze 04kl = 0.
Konczy to dowdd twierdzenia w tym szczegdlnym przypadku.

PrzejdZzmy teraz do sytuacji bardziej skomplikowanej, ktéra cho¢ nie jest jeszcze
przypadkiem najbardziej ogélnym, to jednak pokazuje, jak sprowadzamy przy-
padek trudniejszy do rozpatrywania sytuacji o jeden ,stopien” tatwiejszej. Zakla-
damy mianowicie, ze:

D,k = G dla wszelkich mozliwych j i k.
Widzimy, ze zakladamy mniej, niz w poprzednim przypadku. Mianowicie liczby

p; moga by¢ rézne. Na mocy wzoru (3.2.23) (pamigtamy, ze w tym przypadku
zachodzi w tym wzorze réwnos$é) dostajemy, ze

Pjki(N) =

1 1
Piged(U— & N2\ 2 (k1 —a N2 2Pok
B. A VELZ VL Js J» . A 3.2.26

JJCJ( ) ( Tj,k(l _ 65]',16)\)2 Tj(l o aj)\)Q w],k,l( )’ ( )

dla A € E, gdzie wspélczynniki r i o sa wybrane tak, jak w (3.2.5) — (3.2.8) i B 11
jest iloczynem Blaschkego funkcji ¢; 1.

Na mocy (3.2.23) jasnym jest, ze |1/};':k,l()‘)| nie zalezy od wyboru kil na OF
prawie wszedzie (przy ustalonym 7). Z kolei na mocy (3.2.20)

Vi1 € H®. (3.2.27)
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Potézmy:

Zdefiniujmy réwniez dla A €

Giki(A) =
T‘kl(l—d‘kl)\)Q 3 T‘k(l—d<k)\)2 ﬁ Py
B. by VL2 ELZ Js J» . N7 3.2.98
JJCJ( ) ( rj,k(l . 65]',16)\)2 Tj(l o aj)\)Q w],k,l( ) ’ ( )
oraz B ~ .
7 p Pkl D -
hjkg = —hjri=—""=—hj;, * 3.2.29)
J pj J @j,k,l p] J 7 (

gdzie h; . wybrane jest z Lematu 3.2.2 tak jak wcze$niej.

Idea wprowadzenia nowych funkcji @; 1, jest taka, zeby funkcja, ktérej sktado-
wymi sa wladnie one byta geodezyjna zespolona w pseudoelipsoidzie, w ktorej za-
miast wspélczynnikéw p; bedziemy mieli zawsze to samo p. Konsekwentnie bedzie
to pseudoelipsoida postaci rozpatrywanej w poprzednim przypadku, a zatem @; 1
bedzie mie¢ pewna konkretng postaé, z ktérej uzyskamy ,dobra” postac dla ¢; ;.

Zauwazmy, ze z powodu (3.2.27) h,x; € H'(E) (a nawet wiecej, funkcja ta
nalezy do H*, zob. (3.2.24)).

Dla dowodu faktu, ze funkcja @ := (¢, x,1);.k,1 jest geodezyjna zespolona wyko-
rzystujemy Lemat 3.2.2. Biorac funkcje ilj,k,l zdefiniowane powyzej wystarczy
sprawdzi¢, ze dla prawie wszystkich A € OF

1 T * ~%
th,k,l()‘)(Pj,k,l()‘) =

p—1
<le%k |2p”> Pikll @ WIPPD|@r (NP, (3.2.30)

Z(Zﬂ%k |2””> =1 (3.2.31)

Lewa strona pierwszej z powyzszych réwnosci rowna jest

— )\h] k l(/\)sﬁ;,k,l(/\)v

co na mocy Lematu 3.2.2 (zastosowanego do wyjsciowej pseudoelipsoidy i geode-
zyjnej ¢) réwne jest

pj—1
(ZI% IQP“‘) ikl kWP Dor (V)]
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Zauwazmy, ze (korzystamy ze wzoréw (3.2.26) 1 (3.2.13) i (3.2.14)) dla A € OF

1
7k 1 — @ pA[* Pk
Tj|1 — @j>\|2

18I = ol (

m;
3 15 NP+ = [ahy |2
k=1

mo m; Pj mo
> (Z ||so;ik<x>||2”k> =3 (Jgaea (V) [2P)"
ji=1 \k=1 j=1

gdzie (dla ustalonego j) funkcja 1, x; wybrana jest dowolnie (przypomnijmy, ze
nie zalezy ona od k,l na OF). Co wiecej, wzory na analogiczne wyrazenia dla

funkcji @; beda identyczne jak powyzej z tym, ze zamiast p; bedziemy mieli
]

zawsze D, a zamiast ;. ; funkcje ’L/JECJ. Zatem widaé, ze na mocy Lematu 3.2.2
zastosowanego do ¢ zachodzi (3.2.31). Dla wykazania (3.2.30) wystarczy tylko
sprawdzié, ze potegi przy | k.| sa réwne w przypadku rozpatrywania funkeji
;K1 jak 1 @j k.1, co sprowadza sie do sprawdzenia oczywistej réwnoéci

pj ~ Dj Dj
;prj,k(p -1)+ 5]2(pj,k —-1)+ 2;3 =2pjk(p; —1) +2(pjrx — 1) +2.

W przypadku ogdlnym postepujemy analogicznie jak powyzej. To znaczy prze-
nosimy (transportujemy) funkcje ;i do pseudoelipsoidy takiej, ze wszystkie
wspolczynniki p;  sa sobie réwne (mianowicie definiujemy po = max; i {p;r}).
Zatem mamy nowe pseudoelipsoidy, ktore maja wlasnosci tak, jak te rozpatry-
wane powyzej, sprawdzamy, ze te przetransportowane funkcje tworza geodezyjna
zespolona. Majac dana postaé¢ geodezyjnych w tym przypadku i powracajac do
wyjsciowego przypadku otrzymujemy zadana postaé¢. Konczy to dowdd twierdze-
nia. O

Uwaga 3.2.3. Jedli ¢ jest geodezyjna zespolona i ¢; k., = 0 dla pewnego (j, k, 1),
to odwzorowanie ¢ : E — CN~! zdefiniowane w ten sposéb, ze wszystkie skiado-
we (4, k,1) odwzorowania @ s skladowymi ¢ i ta wyrézniona skladowa jest ,, usunie-
ta”, jest geodezyjna zespolona w pewnej pseudoelipsoidzie w CN~!, ktéra jest
oczywiscie wypukla, gdy £ jest wypukle.

Uwaga 3.2.4. W przypadkun =2, m; =1dlaj=1,...,mg, Twierdzenie 3.2.1
zostalo udowodnione w [Jar-Pfl-Zei] (zob. réwniez [Jar-Pfl], Proposition 8.4.2).
Nawet wiecej, w tym przypadku autorzy otrzymali jednoznacznos¢ geodezyjnych
zespolonych (z dokladnoscia do automorfizméw E); w przypadku $cidle wypuklych
obszaréw ograniczonych jednoznaczno$é jest wlasnoscia znang (zob. [Dine], § 6.2),
a elipsoidy zespolone sa obszarami wypuklymi, a nie Sciéle wypuklymi, gdy p; > %
dlaj=1,...,moi#{j:p;=3}>1
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Uwaga 3.2.5. Wzory z Twierdzenia 3.2.1 pokazuja, ze geodezyjne zespolone
rozszerzaja sie w sposéb ciagly na brzeg. W wielu przypadkach wprost ze wzorow
mozna sie dowiedzie¢ duzo wigcej o regularnosci tych rozszerzen. Co wiecej, widaé
réwniez, ze holomorficznoéé w otoczeniu E wszystkich rozszerzeni geodezyjnch ze-
spolonych jest raczej rzadkim zjawiskiem. Dzieje sie tak na przyktad, gdy wszystkie
iloczyny ze wzoru (3.1.2) sa réwne 1 lub % (zob. réwniez dowéd Propozycji 3.3.1).

.....

ke{l,...,n—1Htoas o =0 o dlal>k.

J1seeesTkaJhkt1se0e 5]l J1s-sdke

3.3. AUTOMORFIZMY HOLOMORFICZNE
WYPUKLYCH UOGOLNIONYCH
PSEUDOELIPSOID ZESPOLONYCH

W tej czesci pracy zajmiemy sie problemem opisu automorfizméw holomor-
ficznych obszaréw wspomnianych w tytule.

Zanim sformutujemy gléwny wynik tego rozdziatu przeformutujmy troche nasze
pseudoelipsoidy (co w zaden sposéb nie umniejszy ogdlnosci naszych rozwazan)
tak, by cze$¢ ,najbardziej regularna” byla w pewien sposéb wyrdzniona i zeby
znalazla sie ona ,na konicu”. Mianowicie przyjmijmy, ze

mo Mgy, Jn—1 Pirseess In—1 P
Pp— . . 2
£ = E g ET. +
Jj1=1 Jn=1

|Zmo+1|2 +...+ |Zmo+r|2 < 1} )

gdzie r jest najwieksza mozliwa liczba postaci takiej jak powyzej. Bez straty
ogolnosci mozemy zalozy¢, ze jesli r = 0, to wtedy mg > 1.
Przyjmijmy réwniez, ze £ C CV, gdzie N = Ny +r.

Propozycja 3.3.1. Niech D bedzie wypuktym, ograniczonym zupetnym obszarem
Reinhardta. Niech ® : D — & bedzie odwzorowaniem biholomorficznym. Zaloz-
my, ze wspotczynniki p z definicji € spelniajg dodatkowo nastepujgce warunki

1
Pitseenidn -+ Pitseecic > 3 dla dowolnych (j1,... ,jn) i k=1,... ,n. (3.3.1)
Jesli zatozymy, ze ®(0) = b,
gdzie bpy+1 = ... = bmgyr =0, (3.3.2)

to wtedy b = 0.

Dla dowodu powyzszej propozycji potrzebujemy lematu bedacego prosta kon-
sekwencja Twierdzenia 3.2.1.
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Lemat 3.3.2. Niech ¢ i £ bedqg takie, jok w Twierdzeniu 3.2.1. Ustalmy pewien
wskaznik (j1,...,Jk), gdzie k € {1,... ,n—1}. Wtedy

jesli ao o o =1dlajry1=1,...,mc o, to wowczas e o = 1.
Tl sdhsdht1 T1seesdh T1seesdk

Dowdd Propozycyi 3.3.1. Ograniczmy nasza uwage do przypadku dim € > 1. Wia-
domo, ze ® rozszerza si¢ do biholomorfizmu migdzy otoczeniami D i £ (zob. [Bell],
réwniez [Jar-Pfl], Theorem 6.1.10 (*9)).

Przypusémy, ze b # 0. Wtedy mamy naturalnie N7 > 0. Innymi slowy istnieje

wskaznik (;1, . ,gn) taki, ze
bo o #0. (3.3.3)

J1seenin
Zmieniajac jesli potrzeba p z definicji £, ale w ten sposéb, zeby nowe p defin-
iowaly te sama pseudoelipsoide £ i speialy dalej warunek (3.3.1), mozemy zalo-

o o
zy¢é, ze istnieja k € {1,...,n— 1} 1 (j1,... ,4n) takie, ze

Do o ...po o F1ijeslik > 2, to wtedy (3.34)
J1s--30n J1s--3Jk
Pe o ...DPo o = ... = Do o ...pqzlimq o >1
J1s--5dn I Jk—1 VARREIVED J1 J15e-Jk—1

Dla punktu z € 9D zdefiniujmy odwzorowanie
. EoX— Xz €D,

ktére jest geodezyjng w D (zob. np. [Jar-Pfl], Proposition 2.2.1).
Na mocy (3.3.4) istnieje punkt w € 9€ taki, ze

we o =0 oraz w. o #0 (3.3.5)

Ji-sdk JisesJk—1:Jk

o
o ile tylko jix # jx. Co wiecej, istnieje zawsze co najmniej jedno ji z ta wlasnoscia

(na mocy zalozeni nalozonych na £ i faktu, ze m;_l e > 1, gdy k > 2).

Poniewaz rozszerzenie odwzorowania ® jest homeomorfizmem miedzy D i &,
istnieje zatem ¢, takie, ze ¢ := ® o ¢, jest geodezyjna zespolong w £ laczaca b z
w (¢ traktujemy teraz jako odwzorowanie na F), a nawet wiecej

$(0)=b, (1) =w. (3.3.6)

Poniewaz (z powodu (3.3.3)) o o # 0, dostajemy ze wzgledu na postaé
VERRTIVED

geodezyjnych w & (lub jedli, ktéras ze skladowych jest réwna identycznie 0, w

(45) Twierdzenie ([Bell]). Niech G i G2 beda ograniczonymi zupelnymi obszarami Rein-

hardta w C™. Wtedy dowolne odwzorowanie biholomorficzne obszaréw G1 i Go rozszerza sie
holomorficznie do otwartego otoczenia G .
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pewnej »nizej” wymiarowej pseudoelipsoidzie, zob. Uwaga 3.2.3), (3.3.5) i (3.3.6),
ze

a0 o =1 (3.3.7)

Jisendn
I z tych samych powodéw co powyzej mamy nawet wiecej.
Jesli o o  #Z0, towtedy a0 =1 (3.3.8)
J1sesd ks Jk+15005n J1s-e5J ks Jk+1505]n

Twierdzimy, ze

|Oé§1 ;k71| < 1. (339)

Poniewaz |ap| < 1, wiec sprawa jest zalatwiona w przypadku k = 1. Przypusémy
zatem, ze (3.3.9) nie zachodzi dla k > 2. Oznacza to, ze wzgledu na postaé

geodezyjnych w € 1 (3.3.7), ze as o = 1 i w konsekwencji dla wszelkich
J1sees Jk—1
mozliwych (jk,...,jn) dostajemy e o S =1lubye o =
LTSI PR AR LTSI PR AR

0. To implikuje, ze (zob. (3.3.4))

1/1‘? ° . . ()\) =
J1yeeesJk—15Jks--- 5 Jn
1 _ >\ k—2 1 —_ do_ o )\
Cljgy.-. ] -_ — It 3.3.10
(]kv a]n) 1_do_ . B\ H 1_do_ . A ) ( )
J1yeees Jk—2 =1 J1seens Ji—1

z iloczynem réwnym 1, gdy k& = 2.
Uwaga 3.2.6 razem z (3.3.10) implikuja, ze (pamigtajmy, iz ag € E)

Wo o =1 o (1)=0

J1seesJlk—150kseee5dn JiseesJk—150kseee5dn
dla wszelkich mozliwych (j,... ,Jjn), co przeczy jednak (3.3.5) lacznie z uwaga
tuz pod nia.

Na mocy (3.3.7), (3.3.8) i Lematu 3.3.2 zastosowanego wielokrotnie (w razie
potrzeby do pewnej »nizej” wymiarowej pseudoelipsoidy) dostajemy réwnosé

Qo o =1.

Dlatego tez mamy (zob. (3.3.4))

(08 2 ()\) =
J1s--05dn
1
Po o -Po o _ ~
17)\ J1see in J1seees ik k-1 1_(15_1 ]Ol)\
| ——— — Juesh ) (3.3.11)

1-— Qo o A 1-— Qo o A

J1seerJk—1 =1 J1s--di—1

z iloczynem réwnym 1, gdy k£ = 1.
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Poniewaz ¢, rozszerza sie holomorficznie w otoczeniu 1, wiec réwniez te sama
wlasnosé posiada . o , ale zalozyliSmy, ze po o ...po o nie jest 11 jest
WA RTERIVED J1s--)n J1s--50k

wieksze od % Powoduje to, ze funkcja 1), o nie jest holomorficzna w otoczeniu
Jlsendn

1 (zob. (3.3.11)) — sprzeczno$é. Koncezy to dowdd Propozycji 3.3.1. O

Dowdéd Lematu 3.3.2. Z Twierdzenia 3.2.1 otrzymujemy, ze

Qo o = Z |ao o |2ao o = Z |ao o |2.
J1se-0k

J1see 3 JksJk+1 J1see s JksJk+1 J1s- s dksJk+1

Jk+1=1 Jre1=1
I co wiecej
mo o
FARTE Jk
1402 , =14|ae o [*= E lae o PP (l4]ee o 2] =
J1seesdke Jisedk ) J1se 5Tk Jht1 FTRN TR T
Je+1=1
Mo o
KARERE Jk
2 Z |ao o |2 =200 o
. I 5T ks Jk+1 J1s--Jk
Jk+1=1
Ostatnia réwnos¢ konczy dowdd. (I

Dla opisu automorfizméw holomorficznych w £ potrzebujemy nastepujacego
lematu.

Lemat 3.3.3. Niech £ bedzie takie jak w Propozycji 3.3.2. Niech o' € B, i
U € AutB, bedg takie, e W(a') = 0. Zdefiniujmy odwzorowanie ® : & — CN
w sposdb nastepujgcy. Dla punktu (2',w') € €, gdzie 2’ = (21,... ,2m,) € CN1 i
w' € B, definiujemy

1
L [l/||> T 7
%ww%wwzmw(aqmmﬁ

Doik(Z W) =V (w) fork=1,...,7.

Wtedy
d e Auté.

Dowdd (jak w [Jar-Pfl], Lemma 8.5.2). Jeslir =0 lub Ny = 0, wtedy teza lematu
jest oczywista. Rozwazmy pozostale przypadki.

Latwo mozna sprawdzié, ze ® jest iniektywnym odwzorowaniem holomorficz-
nym. Wiemy, ze

(1=l — IIw’IIQ))%

)] = i, 0. 0(w) = &, (') = (1= C DI,
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dla w’ € B, (zob. wzér na c w Rozdziale I).
Zatem dla (z/,w') € € otrzymujemy

mo mjy,..., Jn—1 Pjq,..., Jn—1 Pji
> |- Yo 1@ )P 4
jl:l jnzl
ks
1—[la/|”
P 12 TR |
R
mo MGG —1 Pj1,dn—1 Pjy ,
=2 | Yo el S
ji=1 Gn=1 —
co konczy dowdd. O

Propozycja 3.3.1 i Lemat 3.3.3 pozwalaja zredukowa¢ problem opisu automor-
fizméw holomorficznych wypuktych pseudoelipsoid zespolonych do przypadku au-
tomorfizméw zachowujacych srodek (przy zalozeniu wtasnosci (3.3.1)). Z kolei na
mocy Twierdzenia Cartana (¢) wiemy, ze dowolny automorfizm holomorficzny &,
ktéry zachowuje $rodek jest odwzorowaniem liniowym. Zatem nasze wyniki do-
prowadzaja nas do rozwiazania problemu opisu automorfizméw holomorficznych
pseudoelipsoid uogdélnionych poprzez sprowadzenie go do rozwiazania analogiczne-
go problemu dla automorfizmoéw liniowych.

3.4. BIHOLOMORFICZNA ROWNOWAZNOSC
WYPUKLYCH ELIPSOID ZESPOLONYCH

W tej czesci pracy powracamy niejako do zrédel. To znaczy przestaniemy
rozwazaC pseudoelipsoidy uogélnione i ograniczymy sie jedynie do ich najprost-
szego przypadku, czyli do elipsoid. Oznaczmy:

Elp) == {|=z1)"* + ...+ |z <1} C C",
gdzie p = (p1,... ,pn), n>1lorazp; >0dlaj=1,... ,n.
Ponizej dowiedziemy nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 3.4.1.Niech E(p) i £(q) bedg wypuklymi elipsoidami zespolonymi.
Wtedy E(p) jest biholomorficznie réwnowazne z £(q) wtedy i tylko wtedy, gdy p = q
(z doktadnoscig do permutacyi).

Powyzsze twierdzenie pozostaje prawdziwe réwniez w przypadku ogdlnym (to
znaczy bez zalozenia wypuklosci — zob. np. [Naru]). Jednakze dowody podawane

(%6) Twierdzenie (zob. np. [Kra], § 11.1). Niech D C C™ bedzie ograniczonym obszarem
kolowym (tzn. takim, ze jesli (z1,...,2n) € D, to wéwczas réwniez (A121,...,Anzn) € D dla
wszelkich |A1| = ... = |A\n| = 1) takim, ze 0 € D. Niech ® € Aut(D) spetnia warunek ®(0) = 0.
Wéwcezas @ jest odwzorowaniem liniowym.

51



przez autoréw wymagaja znajomosci wielu wynikow z zakresu teorii Liego, ewen-
tualnie z teorii jadra Bergmana. Nasz dowdd za to stanowi odpowiedz na py-
tanie postawione przez autoréw w [Jar-Pfl] (§8.5) o istnienie dowodu Twier-
dzenia 3.4.1 opartego na opisie geodezyjnych zespolonych i jest stosunkowo ele-
mentarny. Podkreslmy tutaj, ze jedynym powodem, dla ktérego nasze rozwazania
zaciedniamy do przypadku wypuklego jest fakt, ze funkcje opisane we wzorze (1) sa
niezmiennicze wzgledem odwzorowan biholomorficznych elipsoid wypuktych (jako
geodezyjne zespolone). Czy te whasnos$¢ posiadaja réwniez elipsoidy niewypukle
niestety nie wiemy (7)? Dlatego tez zauwazmy, ze nasz dowéd pozostatby praw-
dziwy, gdybysmy wiedzieli, ze rowniez w przypadku niewypuklym odwzorowania
postaci (f) (zauwazmy, ze w tym przypadku wzory (1) opisuja dalej funkcje o obra-
zie lezacym w £(p)) sa niezmiennikami odwzorowan biholomorficznych elipsoid —
na przyktad, gdyby okazalo sie, ze pewne d-geodezyjne sa postaci (1) (*%).

Kluczowym faktem potrzebnym do dowodu naszego twierdzenia bedzie mozli-
wos¢ rozszerzania biholomorfizméw elipsoid do homeomorfizméw ich domknieé.
Cho¢ znane jest twierdzenie duzo ogélniejsze (zob. [Jar-Pfl], Theorem 6.1.10 ;
[Bell] (*)) my jednak ograniczymy sie do sformutowania i udowodnienia twierdze-
nia stabszego.

Twierdzenie 3.4.2. Niech ® : £(p) — E(q) bedzie odwzorowaniem biholomor-
ficznym, gdzie pj,q; > % dlaj =1,...,n. Wtedy ® rozszerza sie do homeomor-
fizmu domknieé tych elipsoid.

Jak juz wspomnieliSmy, dla dowodu Twierdzenia 3.4.1 kluczowe znaczenie be-
dzie mialo Twierdzenie 3.2.1, ktére ponizej przeformulujemy dla szczegdlnego przy-
padku wypuktlych elipsoid zespolonych i podamy je z dodatkowym wynikiem jed-
noznacznoéci geodezyjnych zespolonych (zob. [Jar-Pfl-Zei]) (°°).

Twierdzenie 3.4.3. Niech ¢ = (p1,...,p,) : E — C™ bedzie ograniczonym
odwzorowaniem holomorficznym. Niech p; > % dla 5 =1,...,n. Wtedy ¢ jest
geodezyjng zespolong w E(p) wtedy i tylko wtedy, gdy

pi(A) = a; < A )Tj (15‘j/\);j lub (3.4.1)

1— @j)\ 1— agA
£5(0) = 0, (3.42)

gdzie w przypadku (3.4.1)

(*7) Pewne pozytywne wyniki w tym kierunku uzyskane zostaly ostatnio w [Pfl-Zwo].

(*®) W przypadku niewypukltym w elipsoidach nie ma réwnosci migdzy odlegloscia Kobaya-
shiego i Carathéodory’ego, wiec nie mozemy méwié o geodezyjnych zespolonych.

(%9) Twierdzenie tego typu wykorzystalismy juz w § 3.3, jednakze w tym Podrozdziale prag-
niemy otrzymaé¢ dowdéd Twierdzenia 3.4.1 za pomoca duzo prostszych metod, dlatego tez przed-
stawiamy elementarne dowody wszelkich wynikéw potrzebnych do dowodu naszego gléwnego
twierdzenia, nie troszczac sig¢ o to by byly one maksymalnie ogdlne.

(59) W wypowiedzi tego twierdzenia rezygnujemy tez z zalozenia niezerowania sie wszystkich
skltadowych, robimy tak wylacznie ze wzgledu na to, ze tak sformulowane twierdzenie bedzie
wygodniejsze w ,, uzyciu”.
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;€ {0, 1},
a; € (C*,
ap € E,
aj € B dla j takiego, ze rj =1,
Qaj € E dla j takiego, Ze r; =0,
i (w przypadku (3.4.1) definiujemy o :==0,a; :=0,7; :=0),

n

ag =Y la;[*ay,

j=1
n
Lot faof? = 3 a2 (1 + Jag[?).
j=1
Dodatkowo przypadek taki, ze dla dowolnego j = 1,...,n odwzorowanie @; jest

postaci (3.4.2) lub postaci (3.4.1) zr; =0io; =ao dla j=1,...,n jest wyklu-
czony. Galezie poteg sq wziete tak, by 177 = 1.

W dowodzie Twierdzenia 3.4.1 wykorzystamy nastepujacy prosty (lecz zmudny
rachunkowo do udowodnienia i dlatego podany bez dowodu) lemat.

Lemat 3.4.4. Zalézmy, Ze dla pewnych ustalonych a,b,c,d € C i1 # s> 0 oraz
a€FE, BeE,t>0 zachodzi réownosé

a+by [ A—a\ [1-ax

c+dxs  \1—a\ 1— B\
dla A z pewnego niepustego otwartego zbioru w E. Jesli funkcje wystepujace po
obu stronach powyzszej réownosci nie sg stale, to wtedy

t=sia=p£=0.

Dowdd Twierdzenia 3.4.1. Niech ® : £(p) — £(q) bedzie odwzorowaniem biholo-
morficznym, ktoére na mocy Twierdzenia 3.4.2 rozszerza sie¢ do homeomorfizmu
domknieé elipsoid. Dlatego tez mozemy wybraé zbiory otwarte @ # U; C E(p),
@ # Uy C E(q) takie, ze U; (odpowiednio Us) jest czescia wspdlna pewnej kuli
euklidesowej w C", nie lezacej catkowicie w E(p) (odpowiednio w £(q)), z E(p)
(odp. z &(q)). Dodatkowo mozemy zalozy¢, ze oba obszary U; i Us nie zawieraja
punktéw o wspéhzednych réwnych 0 oraz, ze ®(U;) C Us. Co wiecej, istnieja
obszary @ # Uy, U, C B, takie, ze odwzorowania

UL Dz — (2P, 2P) € Uy, (3.4.3)
29:Us 22— (21, ... 20") e U,y

sa biholomorficzne.
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Oznaczmy odwzorowania odwrotne do 2P i 29 przez 2 i 29
Zdefiniujmy
F:=290®027% na 0. (3.4.4)

Zauwazmy, ze odwzorowanie F jest biholomorfizmem na obraz, ktory rozszerza
sie do homoeomorfizmu miedzy domknieciami obszaréw odwzorowujacego cze$é
brzegu lezaca w 0B, w 0B,,.

Na mocy Twierdzenia Rudina (zob. [Rud] (°!)) otrzymujemy, ze (wspomnij-
my, ze wynik Rudina uzyskany jest za pomoca elementarnych wlasnosci funkcji
holomorficznych, co powoduje, ze réwniez nasz dowéd pozostaje elementarny (52))

F jest restrykcja automorfizmu B,, do Uy, (3.4.5)

co na mocy (3.4.4) oznacza, ze

210 F o0z’ =& na Uy, gdzie F € AutB,. (3.4.6)

Wykorzystujac wzér (3.4.6) zakoniczymy ponizej dowéd naszego twierdzenia.

Rozwazmy nastepujace geodezyjne zespolone (zob. Twierdzenie 3.4.3) w £(p):

@(jo,Al,...,An)(A) = (Al, e ,Ajofl, Aj0>\, AjoJrl, e ,An>, (347)

gdzie 1 < jo < noraz punkty (A1, ..., A,) € OE(p) sa wziete z pewnego otwartego,
niepustego podzbioru 9€(p) wybranego tak, zeby

©ljo,Ar,... . A (V) C Uy dla pewnego zbioru otwartego @ # V' C E. (3.4.8)
Zauwazmy, ze A; # 0 dla j = 1,... ,n oraz ze punkty (A1,..., 4j,..., A,)
mozemy wybraé z pewnego niepustego zbioru otwartego w £((p1,- .- ,Pjos--- +Pn))-
Rozwazmy dwa przypadki w zaleznosci od postaci F' (por. wzory na automor-
fizmy w jednostkowej kuli euklidesowej w Rozdziale I).

F=CoFly, gdzie0#be B, i (3.4.9)
i) = 1 [p2(zy/1 — [IBII* = b) + (2, b)b(1 — /1 — [[b[|*)
11> 1= (2,0) ’

gdzie (-,-) jest standardowym iloczynem skalarnym w C™ lub

F=C, (3.4.10)

(51) Twierdzenie Rudina pozostaje prawdziwe nawet przy zalozeniu duzo mniejszej regu-
larnosci funkcji w poblizu brzegu kuli.

(52) Podkreslmy, ze Twierdzenie Rudina, z ktérego tutaj korzystamy, mozna réwniez udo-
wodnié¢ wykorzystujac wzory na c]’én i prowadzac rozumowanie podobne do tego z § 2.1.
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gdzie w obydwu przypadkach C' = [cki]1<k,1<n jest odwzorowaniem unitarnym.
Ponizej dowiedziemy, ze w obydwu przypadkach mamy nastepujaca zaleznos¢:

jesli pj, # 1, wtedy istnieje 1 < ko < n takie, ze qr, = pj,; (3.4.11)

dla j() 7é jl takich, ze Pjo = Pjy 7& 1
istnieja liczby 1 < ko, k1 < n takie, ze ko # k1 1 qry = @&y = Djo-

Zauwazmy, ze jesli zalozymy (3.4.11) to stosujac to samo rozumowanie do
&~ otrzymamy, ze p = ¢ z dokladnoécia do permutacji, co zakonczy dowdd
twierdzenia.

Dlatego wystarczy, ze dowiedziemy (3.4.11) w obu mozliwych przypadkach
(3.4.9) i (3.4.10).
Na mocy (3.4.6) mamy

Fo (@i, Ay,....an(NP) =270 ®(@gjg,a4,...,4)(N) dla X e V. (3.4.12)
Ustalmy jo takie, ze p;, # 1.
Rozwazmy najpierw przypadek (3.4.9). Wtedy mamy dla A € V

. . , 1
gy J 7 jo, to wowesas (Filpoar,...a0 (W), = o

1921 (A7 VI=TOIZ = ;) + (Y1, AV'B+ 470520 ) by (1= T=T0IP)

7 Pio T :
1 =3 s, A b= AG° by APso (3.4.13)

oraz
o o LBl (A0 T — ) +
PG AR i T BIR T = C, A B — AT B NP

(Ziso AP B+ AT B N0 ) b, (1= v/ T= TOIP)

= - 3.4.14
1= 75, Al b — AT by APio ( )
W konsekwencji dla £k =1,... ,n mamy
1 Dl)\ij + D2
(F(cp(jow“l,---,An)(A)p))k (3415)

TET=S,,, Al — AT AP
gdzie

Dy = (Y enjbs) (A7 bjo (1= /T = [IBI12)) + exjo lI]I AT /1 012,

J
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Doy = [[p* > ey (A /T =1Jb[I2 = b;) — cxjo 16205, +
J#jo
(3" AMB) > bjew; (1= /1= 0]]2)
J

l#j0
Wiasnosci funkeji ¢y a,....,4,) oraz Twierdzenie 3.4.3 implikuja, ze odwzoro-

wanie ® o 9, 4,,...,4,) Jest geodezyjna zespolong nastgpujacej postaci

)\ — oy Tkqk 1 _ O_ékA
(<I> © P(jo,A1,... ,An))Zk (A) =af* (W) T=ah ) (3.4.16)

gdzie 7y, ag, Qig, ar, maja whasnosci jak w Twierdzeniu 3.4.3.
Poréwnujac wyrazenia i potegi w (3.4.15) 1 (3.4.16) dostajemy na mocy Lematu
3.4.4, 7e wyrazenie (P o (o a,, . 1An))zk moze by¢ niestate tylko dla k takich, ze

Gk = Pjy, gdzie ry =1, ap = a9 = 0. (3.4.17)
Otrzymujemy zatem réwnosé¢ b;, = 0 (ktéras ze skladowej geodezyjnej ze-
spolonej musi by¢ niestala) i poza tym

D1 75 0i D2 =0dla k takich, ze ((I) o QD(jU,Al,...,An))qk

. ie jest funkcja stala,

(3.4.18)
D, =0 dla k takich, ze g # pj,-

Na mocy (3.4.18) wnioskujemy, ze

ckj, 7 0 dla k takich, ze (<I> © V(jo, Ar,... ,An))zk Jest niestale
i cxj, = 0 dla k takich, ze gi # pj,. (3.4.19)

Stad wiemy, ze dla wszelkich j takich, ze p; # 1 mamy
bj =01ick; =0, gdy gk # pj- (3.4.20)

Poniewaz F o, a,.... A,) jest niestalym odwzorowaniem dla wszelkich mozli-
wych (Aq,..., A,) istnieje, wiec ko takie, ze (<I> © P(jo,Ar,... 7,4”))?:" jest niestale dla

(A1,...,Aj,,...,A,) z pewnego podzbioru otwartego w E((p1, ... ,Djgs--- »,Pn))-
Zatem (3.4.18) implikuje, ze
D s (1007 (A7 VT =[0I = b;) + (D A7 Bi)bj (1= V1= [IBlJ?)) = 0 (3.4.21)
J#jo I#jo

dla (Aq,...,4j,,...,A,) z pewnego zbioru otwartego. Ale (3.4.21) jest na mocy
(3.4.20) réwnowazne nastepujacej réwnosci

Do cuosllblPAY VT [BlP+

J#jo
Qro=p;#1
> ko (1017 (A5 T =012 = b5) + (Y Abi)b; (1= /T —b]%)) =0
e e
= =
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dla liczb A; takich jak powyzej, co z kolei implikuje, ze

> croslIBIPAY /1T — [[b]]> = constant
J#jo
Qro=p;#1
gdzie punkty A?j # 0 dla j takich, ze p; = g, oraz j # jo sa wziete z pewnego
niepustego zbioru otwartego.
Dlatego tez

Chojo 7 01 ciy; = 0 dla j # jo takich, ze g, = pj = pjo- (3.4.22)

Dla jo # ji spelniajacych warunek p;, = p;, # 1 widaé, na mocy (3.4.22)
(pamietajmy, ze C jest odwzorowaniem unitarnym), ze istnieja ko # ki takie, ze
Qko = Q& = Pj,- Koniczy to dowdd (3.4.11) w przypadku (3.4.9).

W przypadku (3.4.10) mamy

(F(L(0, A1 Ay NPNE = D erj AT + cpjy AL NP0 (3.4.23)

Jj#Jjo

Analogicznie jak wezesniej widaé, ze wyrazenie (3.4.23) musi byé réwne wyra-
zeniu (3.4.16), co implikuje, ze (zob. Lemat 3.4.4) (3.4.23) nie jest stale tylko dla
k takich, ze

gk = Pjo, gdzie ry =1, = a9 = 0. (3.4.24)

WeZmy ko analogicznie jak we wezesniejszym przypadku takie, ze (3.4.23) nie
jest stale dla (A1,...,A ,A,) wybranych z pewnego niepustego zbioru ot-

j07 “ e
wartego lezacego w E((p1,... ,Pjo,--- »Pn)). Latwo wtedy wnioskujemy, ze
> oAy =0,
J#jo

co implikuje, ze ci,; = 0 dla j # jo, a wiec ciyj, # 0, co na mocy unitarnosci C
koticzy dowdd (3.4.11). O

Do dowodu Twierdzenia 3.4.2 potrzebowaé bedziemy nastepujacego lematu.

Lemat 3.4.5. Niech o, 00 : E — E dla k = 1,2,... bedg odwzorowaniami
nastepujgcej postacs

A — o T 1—apA -
A) = E—— —_— dla k=0,1,... 3.4.25
a0 =a (7o) (1555) T dek =0t @A)
gdzie
m > 0,
Tk€{0a1}7
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ay € (C*,
ﬂk S E7
ay € E jesliry =1,
a € F jesli r, = 0.
. .. . 1 ;. .
oraz przyjmiymy, ze 1m = 1. Zaloimy, ze

0k(0) = vo(0) i . — o lokalnie jednostajnie na E. (3.4.26)

Dodatkowo zatéimy, ze jesli pq jest state (wiec o =0, ag = Po), to wtedy Br. — Po.
Wowczas -
Y — o jednostajnie na E i B — Po.

Zauwazmy, ze w zalozeniach lematu nie nalozyliSmy zadnych dodatkowych
ograniczen na potegi wystepujace w jego wypowiedzi. Widzimy wiec, ze lemat
ten bedzie mdgl by¢ w bezposredni sposéb zastosowany w dowodzie Twierdzenia
3.4.1 réwniez w przypadku niewypuklym.

Dowdd Twierdzenia 3.4.2. Dla dowolnego punktu z € 9€(p) zdefiniujmy odwzoro-
wanie

©z(A) = Az,

ktére jest oczywiscie geodezyjna zespolona. Dla z € 9€(p) odwzorowanie
Y, =Poy, jest geodezyjna zespolong w £(q).

Co wigcej, na mocy Twierdzenia 3.4.3, mozemy rozszerzy¢ v, w sposéb ciagly
do F. Oznaczmy to rozszerzenie rowniez przez v,. Mozemy zatem zdefiniowaé
odwzorowanie

L ®(z), dlaze&(p)
¢:Ep)32— { Y(1), dlazedE(p)’

Ponizej dowiedziemy, ze ® jest rozszerzeniem, ktérego poszukujemy.
Zauwazmy, ze dla z € 0E(p)

1,(0) = ®(0) = constant. (3.4.27)
Co wiecej, ¢, 2, P jednostajnie na F. W konsekwencji dla zg € 9E(p)
z€0E(p)
. — 1, niemal jednostajnie na E. 3.4.28
z—z( 0
z€0E(p)

Ponizej dowiedziemy wigcej, mianowicie, ze dla zo € OE(p)

Y2 =, ¥z jednostajnie na E. (3.4.29)

z——z
z€0E(p)

Zeby dowiesé (3.4.29) wystarczy pokazaé jednostajna zbieznoéé na E sklado-
wych geodezyjnych wystepujacych w powyzszym wzorze. Na mocy Twierdzenia
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3.4.3 sktadowe tych geodezyjnych sa postaci takiej jak odwzorowania w Lemacie
3.4.5 (lub identycznie réwne 0). Dlatego tez w przypadku, gdy (¢.,); nie jest
state, wtedy na mocy Lematu 3.4.5 otrzymujemy zadana zbiezno$¢. Wezmy zatem
1 < jo < n takie, ze (¢5,);, = A dla pewnego A € E. Istnieje oczywiscie
1 < j1 < n takie, ze (¢,,);, nie jest stale. Poniewaz, na mocy Twierdzenia
3.4.3, dla z bliskich zp mamy

1
>\7 . Tj1,z 17_Z>\ i
()i () = ajy 5 (i) < 1= a0 > 5

1—dj1,z)\ 1—@07,2)\

gdzie rj, . € {0,1} i pozostale wpélczynniki sa takie jak w Twierdzeniu 3.4.3,

otrzymamy, na mocy (3.4.28) i Lematu 3.4.5, ze ag . T @0,z €O implikuje w
ZE@E(]()))

szczegolnodci, ze

lao.s| < 6 < 1, dla z bliskich z. (3.4.30)

Rozwazmy przypadek A = 0.
Biorac pod uwagg tylko punkty z # zo takie, ze (1.);, # 0 tak jak wyzej mamy

A—a; Tior 1 — @ LA ﬁ
() = a2 %oz = %o,z , 3.4.31
(1/1 )Jo( ) Ajo, (154].072)\) ( 15[072>\) ( )
Twierdzimy, ze
ajo. — O (3.4.32)
2555(1[3))

Zeby to zobaczyé zauwazmy, ze Tj,» = 1, W przeciwnym przypadku mieliby$my
ajo,> = 0 (zob. (3.4.27)). Poza tym na mocy (3.4.27) dostajemy réwnosé¢ a;j, . =
0. Latwo widaé, ze biorac dowolny punkt = € FE,., otrzymamy ze zbieznosci
(12())j, — 0 wlasnosé (3.4.32). Ostatecznie na mocy (3.4.30), (3.4.32) i réwnos-
ci aj,.» = 0 otrzymujemy wymagana zbieznosc.
1

Jesli A # 0, wtedy polézmy (¢2,(N));, = @jo,z (%) Yo Poniewaz
wiemy, ze o,. — Qp,z,, na mocy Lematu 3.4.5 koriczymy dowdd tego przypadku.

Koriczy to réwnoczes$nie dowdd (3.4.29).

Zauwazmy, ze rozwazajac otoczenia punktu zg € 9E(p) w E(p) postaci
Vi ={p:(t) dlal>t>s, z€ 0E(p), z jest z pewnego otoczenia zp}, (3.4.33)

dla pewnego s > 0, znajdujemy dla kazdego otoczenia U punktu ®(z) w %
pewien zbiér V postaci takiej, jak w (3.4.33) taki, ze ®(V) C U (korzystamy tu z
wlasnosci (3.4.29)).

W konsekwencji otrzymujemy ciaglosé odwzorowania ®. Zwartosé £(p) i £(q)
implikuje suriektywnosé ®.
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Stosujac to samo co powyzej rozumowanie do ®~! otrzymujemy ciaglo$é roz-
szerzenia ®~1. Iniektywno$é ® (i réwnoczesnie P~1) jest konsekwencja ciaglodei.

O
Do zakonczenia rozwazan pozostal nam zatem tylko dowéd Lematu 3.4.5.
Dowéd Lematu 3.4.5. Na poczatku dowiedziemy, ze
ap — O, ﬂk — ﬂo, (3434)

i dodatkowo

(i) jeslirg =1, to wtedy r, = 1 dla dostatecznie duzych k oraz ar — ag ,
(ii)

jeSlirg =01 |ag| < 1, to wtedy rp, =0 i ar = ag dla k dostatecznie duzych,
(iii) jeslirg =0, |ag| = 11 rp =0, to wtedy ar, = ao,

(iv) jeSlirg =0, |ag| =11 r, =1, to wtedy —agax = aop.

Rozwazmy przypadek (i). Twierdzenie Hurwitza implikuje, ze funkcje ¢y posia-
daja miejsca zerowe dla dostatecznie duzych k. Zatem

1
A — 1—apA\™
A) = !
ok (A) “’“1—akA<1ﬂkA)

oraz ay — Q.

Zauwazmy, ze

istnieje M < oo takie, ze |ax| < M. (3.4.35)
W przeciwnym razie rozwazajac punkt x € E taki, ze ay # = otrzymalibysmy
1

nieograniczono$é¢ wyrazenia oy (x) = ak% (%) ™| co statoby w sprzecznoé-
ci z nieréwnoscia ¢k (x)] < 1.

Na mocy (3.4.26) wiemy, ze

vr(0) = —arar = —app.

W przypadku ag # 0 implikuje to (razem ze zbieznoscia o — ), ze a, — ag
i w konsekwencji B, — Bo. Zaldézmy zatem, ze ag = 0. Przypusémy, ze ay nie
zmierza do ag lub 8 nie zmierza do §y. Oznacza to, ze mozemy wybraé pewien
podciag taki, ze ay — z,Br — y (dla naszej wygody uzywamy tego samego
oznaczenia dla ciggu i wybranego przez nas podciagu) i  # ag lub y # [y oraz
lyl <1 (mozemy wybraé taki podciag poniewaz |B;| < 1 oraz z powodu (3.4.35)).

Ale to implikuje, ze dla odpowiedniego podciagu ¢r(\) — —22— a zatem na

(1-gX)
mocy (3.4.26), —22 — = —ad __ dla X\ € E, co daje réwnoéé¢ z = ag i y = By.
.y( . ) T E e E J 0iy =70
Daje to jednak sprzeczno$é i konczy ten przypadek.
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Rozwazmy teraz tacznie przypadki (ii) - (iv). Ponizej rozwazamy dwa podciagi
ciagu (¢x) e, dla ktérych powtérnie uzywamy tych samych oznaczen co dla ciagu
wyjsciowego. .

1—Br\
mocy (3.4.26) ar, = ag i dodatkowo dostajemy zbieznosé o, — g oraz S, — Bo;
gdyby to nie zachodzilo to woéwczas wybralibyémy podciag ¢y taki, ze a, —
ifBr — y, gdzie y # Py lub & # ap, co po wykorzystaniu zbieznosci podciagu
¢k prowadzitoby do sprzecznosci podobnie jak powyzej (zauwazmy, ze jesli odw-
zorowanie g jest stale, to wtedy mamy x = agp, w przeciwnym razie ag # Bo).

Zatem zostal nam do rozwazenia nastepujacy przypadek

Rozwazmy mianowicie nastepujacy podciag: ¢r(A\) = ax (ﬂ@) " wtedy na

A — oy 1—apA o

A) = * : 3.4.36

#r() “k1akx(1—5kx) (3.4.56)

ktéry z powodu zaleznodci ¢ (0) = —arar, = ag = ¢o(0), moze byé zapisany w

nastepujacej postaci:

1 _ 1
—=A/1—a A\ ™

A) = %k — , 3.4.37

k() aolak)\(l—ﬁk)\) (3.4.37)

Na poczatku zauwazmy, ze |ap| — 1. Gdyby tak nie bylo, to wéwezas
moznaby wybraé pewien podciag ciagu (¢r)5>, taki, ze oy, — z, gdzie |z| < 1,
ale na mocy (3.4.37) dostajemy, ze ¢i(z) — 0 (pamigtamy, ze |Bx|, |ag| < 1) co
przeczy wlasnosci (3.4.26) (poniewaz po(x) # 0).

Cheemy dowiesé, ze o, — ag (bedzie to réwniez implikowalo, ze |ag| = 1).
Zalézmy, ze to nie zachodzi, zatem mozemy przyjaC iz dla pewnego podciagu
ar — x # ap, |z] =11 dodatkowo B, — y. W konsekwencji, na mocy (3.4.37)

) 1-Ih/1—z\ " 1— 2\ ™
Pk T \i=py ) T\1ipn)

ale powyzsza granica musi by¢ rowna

. 1— agA o
900()‘)_@0 (m) .

A to dowodzi, ze = ap 1 y = Po. Te rozwazania koniczg dowéd przypadkéw (ii) -
(iv).

Do zakonczenia dowodu Lematu 3.4.5 bedziemy potrzebowali nastepujacego,
prostego spostrzezenia.
Rozwazmy nastepujace odwzorowanie

1— B\

\I/:D:ZE_'XB(ﬁaT) x E > (Bj’ﬁo’)‘) — 1_30)\

eC,
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gdzie B(B,r) jest pewnym domknietym kotem w C o érodku 8 € E i promieniu
r > 0 takim, ze B(B,r) C E.

U jest odwzorowaniem ciggltym, wiec ¥(D) jest zbiorem zwartym. Zauwazmy,
ze poniewaz Re(l — B;A) > 0 i Re(l — BpA) > 0 zachodzi wilasnosé ¥(D) C
C\ (—00,0).

Na mocy powyzszego spostrzezenia oraz dodatkowo z powodu (3.4.34) dosta-
jemy nastepujaca zbieznosé

1 1

1— @\ 1— @A\ ™ _

SN a0 jednostajnie na E. (3.4.38)
1— BrA 1— BoA

W konsekwencji dostajemy jednostajna zbieznosé ciagu ¢y do g na E jedli rg = 1
lub 7o = 01 |ag| < 1, oraz taka sama zbieznosé podciagu ¢y takiego, ze r, = 0, do
o jesli g = 01 |ap| = 1. Potrzebujemy jedynie dowie$é, ze funkcje @i z rp = 1
sa zbiezne do g jednostajnie na E, jesli ro = 0i |ag| = 1

Checemy zatem dowiesé, ze (zob. wzér (3.4.37))

1= =X /11— @\ i_} 1—aghA\ ™ (3.4.30)
a — a — , 4.
01754}@/\ 1— B 0 1— BoA
jednostajnie na F.
Oznaczmy
— LA 1—ap) a0
A) = —2E A= ——— dlak=1,2,... (3.4.40
A= 2w = (15 dek =12 (Gaa0)
1—apA\™
A) =1 A) = _
=1 0= (1=5)
Na mocy (3.4.38) wiemy, ze
gr — go jednostajnie na E. (3.4.41)
Zauwazmy, ze dla 3 < |ay|, [A| <1 mamy
Al 1—fonf”
A)—foA)] = ———= 3.4.42
£e8) = Fo| = 1o (3442
i w konsekwencji
1-— 1
o) — fo()] < gLl b Jaw) (3.4.43)

1 — Jag[[Al

Chcemy dowies¢ (3.4.39). Innymi stowy chcemy pokazaé, ze |frgr — fogo| jest
zbiezne do 0 jednostajnie na E. Zauwazmy, ze

| frar — fogo| < |fr — follgr| + | follgx — gol- (3.4.44)
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Na mocy (3.4.41) otrzymujemy jednostajna zbieznosé drugiego sktadnika po prawej
stronie nieréwnosci (3.4.44) do 0.

Zeby zakoticzy¢ dowéd (3.4.44) wystarczy pokazaé, ze pierwsza skladowa w
(3.4.44) jest dowolnie mata dla S, oy lezacych dostatecznie blisko So, ag.

Ustalmy ¢ > 0. Istnieje otoczenie V punktu ag w E takie, ze |gi(A)| < § dla
A € V (z powodu (3.4.41), ciaglosci go 1 réwnosci go(ag) = 0), ale || fx — follg <
4 (zob. (3.4.43)) wiec na zbiorze V pierwsza skladowa (3.4.44) zachowuje sig
»dobrze”. Dla ay, 8r odpowiednio bliskiego g, Sy dostajemy na mocy (3.4.41),
ze |lgellz < M < oco. Z drugiej strony istnieje 6 > 0 takie, ze |1 — axA| > ¢ dla
A € E\V idla ay bliskiego ag. Dlatego tez jesli wezmiemy o odpowiednio bliskie
ap, otrzymamy na mocy (3.4.42), ze

g
[ fx = folleyy < U

co koticzy dowdd (3.4.39) i w konsekwencji dowéd Lematu 3.4.5. O
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Najwazniejsze oznaczenia

Oznaczenia ogdlne

N — zbidr liczb naturalnych, 0 € N

R — cialo liczb rzeczywistych

C — cialo liczb zespolonych

Re z, Im z — cze$¢ rzeczywista i urojona liczby z € C

A™ — iloczyn kartezjanski n zbioréw A, np. C"

A, := A\ {0}, np. C,

(zyw) = 370 205, 2 = (21, ,20) €C", w = (wi, ... ,wy)
HZ” = (<Z,Z>)% = (|Z1|2 + ... |Zn|2)%; z = (21, - ,zn) e Cn
#A — moc zbioru A

[x] — czes¢ calkowita liczby = € R

max A, min A — maksimum i minumum zbioru A

A — sprzezenie liczby A € C
Oznaczenia w Rozdziale 1.

p — odleglo$¢ Poincarégo

E := {X € C} — kolo jednostkowe w C

O(X,Y) — zbiér odwzorowani holomorficznych f: X — Y
OX):=0(X,X)

Aut(X) — zbiér automorfizméw holomorficznych f: X — X
© — klasa wszystkich obszaréw D C C™, przy dowolnym n
d := (dp)pen — rodzina holomorficznie niezmiennicza
Isomgy (D, G) — rodzina d-izometrii f : D — G

cp — pseudoodlegtosé Carathéodory’ego dla D

k p — funkcja Lemperta dla D

kp — pseudoodleglosé Kobayashiego dla D

9o

gp — zespolona funkcja Greena

B, — jednostkowa kula euklidesowa w C*

a=p

Ao B)

A

warunek (x)

&€ — uogdlniona pseudoelipsoida zespolona

()
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Oznaczenia w Rozdziale II.

[w, 2|4, — odcinek wzgledem dp taczacy wi z, w,z € D
&% = tghdp

U(Ck, CH

Isomgy(D) := Isomgy(D, D)

F={F : FeF}

By :=Ba, X ... x By, a=(a1,...,a,) € (N,)"

L(a)

HP? — przestrzen Hardy’ego, p € (0, 0]

f*(N\) — warto$é radialna funkeji f, A € OF

Oznaczenia w Rozdziale I1II.

E(p) — elipsoida zespolona
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