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ROZDZIA L I

WPROWADZENIE

Rozpocznijmy od przypomnienia odleg lości Poincarégo p w kole jednostkowym
E := {λ ∈ C : |λ| < 1}:

p(λ1, λ2) :=
1

2
ln

1 +
∣∣∣ λ1−λ2

1−λ1λ̄2

∣∣∣

1 −
∣∣∣ λ1−λ2

1−λ1λ̄2

∣∣∣
, λ1, λ2 ∈ E.

Wiadomo, że topologia zadana przez odleg lość p jest zwyk la̧ topologia̧ euklidesowa̧,
że (E, p) jest przestrzenia̧ zupe lna̧ oraz, że z punktu widzenia geometrii (E, p) jest
przestrzenia̧ nieeuklidesowa̧. Dla nas najważniejsze jest to, że odleg lość p jest

”
zgodna” ze struktura̧ odwzorowań holomorficznych f : E → E. Prawdziwe sa̧

bowiem nastȩpuja̧ce twierdzenia.
(a) Dla dowolnej funkcji f ∈ O(E,E) (1) mamy:

p(f(λ1), f(λ2)) ≤ p(λ1, λ2), λ1, λ2 ∈ E (2).
W szczególności, dowolny automorfizm ko la E jest p-izometria̧.
(b) Dla dowolnej funkcji f ∈ O(E,E), jeżeli

p(f(λ01), f(λ02)) = p(λ01, λ
0
2) dla pewnych λ01 6= λ02,

to f ∈ Aut(E) (3).
(c) Dla dowolnego odwzorowania f : E → E, jeżeli

p(f(λ1), f(λ2)) = p(λ1, λ2), λ1, λ2 ∈ E (4),
to f ∈ Aut(E) lub f̄ ∈ Aut(E).

Na szczególna̧ uwagȩ zas luguje ostatnia w lasność. Oznacza ona, że z punktu
widzenia teorii funkcji holomorficznych nie ma nieregularnych p-izometrii.

W tym momencie pojawia siȩ naturalne pytanie, czy podobna̧ odleg lość (lub
choćby tylko pseudoodleg lość) dD da siȩ znaleźć dla dowolnego obszaru D ⊂ Cn

— mamy nadziejȩ, iż badaja̧c przestrzeń (D, dD) uzyskamy pewne informacje o
strukturze przestrzeni O(D) (5).

Definicja 1.1. Niech D oznacza klasȩ wszystkich obszarów D ⊂ Cn przy dowol-
nym n. Niech d = (dD)D∈D bȩdzie rodzina̧ funkcji dD : D × D −→ [0,∞).
Rodzinȩ d nazywamy holomorficznie niezmiennicza̧, gdy dE = p oraz dowolne
odwzorowanie F ∈ O(D,G), gdzie D,G ∈ D, jest d-kontrakcja̧, czyli:

dG(F (z1), F (z2)) ≤ dD(z1, z2), z1, z2 ∈ D.

(1) Przez O(X, Y ) oznaczamy zbiór wszystkich odwzorowań holomorficznych f : X → Y .
(2) Tzn. f : E → E jest p-kontrakcja̧.
(3) Przez Aut(X) oznaczamy grupȩ wszystkich automorfizmów holomorficznych f : X → X.
(4) Tzn. f : E → E jest p-izometria̧.
(5) O(X) := O(X,C).
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Powiemy, że odwzorowanie F : D → G jest d-izometria̧ (F ∈ Isomd(D,G))
jeżeli

dG(F (z1), F (z2)) = dD(z1, z2), z1, z2 ∈ D.

W przypadku, gdy każda z funkcji dD jest pseudoodleg lościa̧ mówimy, że d jest
holomorficznie niezmiennicza̧ rodzina̧ pseudoodleg lości.

Tak wiȩc, jeżeli d jest holomorficznie niezmiennicza̧ rodzina̧ funkcji, to dowolne
odwzorowanie biholomorficzne F : D → G jest d-izometria̧. W szczególności,
Aut(D) ⊂ Isomd(D,D). Jak wiadomo, istnieje wiele rodzin holomorficznie nie-
zmienniczych. Najważniejsze z nich to:
— pseudoodleg lość Carathéodory’ego [Car]:

cD(z1, z2) := sup{p(f(z1), f(z2)) : f ∈ O(D,E)}, z1, z2 ∈ D;

— funkcja Lemperta:

k̃D(z1, z2) := inf{p(λ1, λ2) : ∃ϕ∈O(E,D) : ϕ(λ1) = z1, ϕ(λ2) = z2}, z1, z2 ∈ D;

— pseudoodleg lość Kobayashi’ego ([Kob], § 4.1):

kD := sup{ρ : ρ jest pseudoodleg lościa̧ na D, ρ ≤ k̃D},

— zespolona funkcja Greena [Kli]: ĝD := p(0, gD), gdzie

gD(z1, z2) := sup{u(z2) : u : D → [0, 1)

jest funkcja̧ logarytmicznie plurisubharmoniczna̧,

∃r,M>0 : u(z) ≤M‖z − z1‖, z ∈ B(z1, r)}, z1, z2 ∈ D.

Wiadomo (np. [Jar-Pfl], § 4.1, § 4.2), że (cD)D∈D i (kD)D∈D sa̧ holomorficznie nie-

zmienniczymi rodzinami pseudoodleg lości, zaś (k̃D)D∈D i (ĝD)D∈D — rodzinami
holomorficznie niezmienniczymi. Ponadto, dla dowolnej rodziny holomorficznie
niezmienniczej d mamy: cD ≤ dD ≤ k̃D. Trudno powiedzieć, która z rodzin holo-
morficznie niezmienniczych jest najbardziej użyteczna w analizie zespolonej —
wszystko zależy od konkretnej sytuacji. Problem wyboru nie istnieje w przypadku
obszarów biholomorficznych z obszarami wypuk lymi. Prawdziwe jest bowiem wt-
edy nastȩpuja̧ce Twierdzenie Lemperta.

Twierdzenie 1.2 ([Lem1], [Lem2]). Jeżeli D ⊂ Cn jest obszarem biholomor-

ficznym z obszarem wypuk lym, to cD ≡ k̃D. Oznacza to, że dla dowolnej rodziny
holomorficznie niezmienniczej d mamy: cD ≡ dD ≡ k̃D dla dowolnego obszaru D
biholomorficznego z obszarem wypuk lym.

W szczególności, jeżeli D,G ∈ D sa̧ obszarami biholomorficznie równoważnymi z
pewnymi obszarami wypuk lymi, to można mówić o izometriach zespolonych

F : D → G maja̧c na myśli d-izometrie dla dowolnego (pewnego) d.
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Rozdzia l II. bȩdzie poświȩcony badaniu d-izometrii dla iloczynów kartezjań-
skich obszarów. Ustalmy holomorficznie niezmiennicza̧ rodzinȩ pseudoodleg lości d
oraz d-izometriȩ

F = (F1, . . . , Fn) : D1 × · · · ×Dm −→ G1 × · · · ×Gn,
gdzie Dj ⊂ Cαj dla j = 1, . . . ,m, Gk ⊂ Cβk dla k = 1, . . . , n oraz dodatkowo
α1 ≤ · · · ≤ αm, β1 ≤ · · · ≤ βn (6) (7). Interesuje nas odpowiedź na pytanie,
czy odwzorowanie F ma sk ladowe Ft takie, że Ft(z) = ϕt(zjt), z = (z1, . . . , zm),
gdzie ϕt : Djt → Gt jest pewna̧ d-izometria̧. Ponadto, bȩdziemy zainteresowani
oszacowaniem ilości takich ”dobrych” sk ladowych.

Najpierw rozważymy przypadek, gdy obszaryDj i Gk sa̧ kulami euklidesowymi.
Niech

Bk := {(z1, . . . , zk) ∈ C
k : |z1|

2 + · · · + |zk|
2 < 1}.

Przyjmijmy α := (α1, . . . , αm), β := (β1, . . . , βn) ∈ A i wprowadźmy nastȩpuja̧ce
wygodne oznaczenie:

α � β
df

⇐⇒ m ≤ n, αm ≤ βn, αm−1 ≤ βn−1, . . . , α1 ≤ βn−m+1.

Jeżeli m = 1, to zdefiniujmy:

Λ(α, β) :=

{
0, gdy n ≥ 3, α1 ≤ βn−2

1, w przeciwnym przypadku
.

Dla m ≥ 2 definiujemy rekurencyjnie:

Λ(α, β) := Λ
(
(α1, . . . , αm−1), (β1, . . . , βn−3)

)
,

gdy
(
n ≥ m+ 2, αm ≤ βn−2, (α1, . . . , αm−1) � (β1, . . . , βn−3)

)
,

Λ(α, β) := Λ
(
(α1, . . . , αm−1), (β1, . . . , βn−1)

)
+ 1, w pozosta lych przypadkach.

Twierdzenie 1.3 (Twierdzenie 2.1.2). Niech

F = (F1, . . . , Fn) : Bα1 × · · · × Bαm
−→ Bβ1 × · · · × Bβn

bȩdzie dowolna̧ izometria̧ zespolona̧. Wtedy α � β i jeśli s = Λ(α, β) > 0, to
istnieja̧ wskaźniki

1 ≤ j1 < · · · < js ≤ m, 1 ≤ k1, . . . , ks ≤ n, kµ 6= kν dla µ 6= ν,

takie, że Fkt
(z) = ϕt(zjt), z = (z1, . . . zm), gdzie ϕt : Bαjt

→ Bβkt
jest pewna̧

izometria̧ zespolona̧, t = 1, . . . , s.

Przypomnijmy (zob. [Jar-Pfl], § 2.2; [Kucz-Ray]), że każde z odwzorowań ϕt

musi być holomorficzne lub antyholomorficzne.

(6) Te ostatnie za lożenia nie stanowia̧ oczywíscie ograniczenia ogólności rozważań.
(7) Dla naszej wygody wprowadźmy ponadto oznaczenie A := {(α1, . . . , αk), gdzie k ≥ 1 i

α1 ≤ . . . ≤ αk}.
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Oszacowanie liczby sk ladowych regularnych podane w Twierdzeniu 1.3 jest os-
tre (zob. Uwaga 2.1.6).

Twierdzenie 1.3 stanowi uogólnienie kilku wcześniejszych wyników:
przypadek m = n by l badany w [Jar-Pfl] (Proposition 2.2.8) i [Kucz-Ray] —

wtedy Twierdzenie 1.3 daje: s = m, co zgadza siȩ w pe lni z [Jar-Pfl];
przypadek m = 1, n = 2 by l badany w [Zwo1] — Twierdzenie 1.3 daje s = 1,

co zgadza siȩ z [Zwo1];
przypadek m = 1, n = 3, α1 = β1 = β2 = β3 = 1 to Remark 2.2.6(d) w

[Jar-Pfl] — na podstawie Twierdzenia 1.3 dostajemy s = 0, a wiȩc znów mamy
pe lna̧ zgodność.

W dalszej czȩści Rozdzia lu II. powrócimy do sytuacji ogólnej i zajmiemy siȩ
odpowiedzia̧ na pytanie kiedy wszystkie sk ladowe izometrii F sa̧

”
dobre”.

Definicja 1.4. Mówimy, że d ma w lasność produktowa̧, jeśli dla dowolnychD,G ∈
D zachodzi wzór

dD×G((z1, w1), (z2, w2)) = max{dD(z1, z2), dG(w1, w2)}, z1, z2 ∈ D, w1, w2 ∈ G.

Odnotujmy, iż nierówność ”≥” zachodzi zawsze i jest prosta̧ konsekwencja̧

definicji rodziny holomorficznie niezmienniczej. Wiadomo (zob. [Jar-Pfl], Chapter
IX), że pseudoodleg lości Carathéodory’ego i Kobayashi’ego oraz funkcja Lemperta
maja̧ w lasność produktowa̧.

Mówimy, że para (D, dD), gdzie D ∈ D, spe lnia warunek (∗), jeśli
(a) dD jest odleg lościa̧,
(b) dla dowolnego z ∈ D istnieje cia̧g (xν , yν)∞ν=1 ⊂ D ×D taki, że

dD(xν , z) = dD(yν , z) = (1/2)dD(xν , yν) −→
ν→+∞

+∞,

dD(xν , yν) = dD(xν , xν−1) + dD(xν−1, yν−1) + dD(yν−1, yν), ν ∈ N,

(c) dla dowolnego cia̧gu (xν , yν)∞ν=1 ⊂ D × D maja̧cego powyższe w lasności
istnieje ν0 takie, że dla każdego ν ≥ ν0 odcinek [xν , yν ]dD

ma dok ladnie jeden
środek (8).

Twierdzenie 1.5 (Twierdzenie 2.2.5). Za lóżmy, że d ma w lasność produktowa̧
oraz, że każda z par (Dj , dDj

), j = 1, . . . ,m, (Gk, dGk
), k = 1, . . . , n, ma w lasność

(∗). Przypuśćmy, że α1 + · · · + αm = β1 + · · · + βn. Niech
F : D1 × · · · ×Dm −→ G1 × · · · ×Gn

bȩdzie bijektywna̧ i cia̧g la̧ d-izometria̧. Wtedy m = n oraz (po ewentualnej permu-
tacji) Ft(z) = ϕt(zt), z = (z1, . . . , zm), gdzie ϕt ∈ Isomd(Dt, Gt), t = 1, . . . ,m.

Warunek (∗) ma charakter wybitnie ”techniczny”. W Rozdziale II. pokażemy,

że za lożenia powyższego twierdzenia sa̧ spe lnione w szczególności dla ścísle wy-
puk lych obszarów ograniczonych (zob. Propozycja 2.2.3).

(8) [x, y]dD := {ξ ∈ D : dD(x, ξ) + dD(ξ, y) = dD(x, y)}. Z kolei mówimy, że ξ ∈ D jest
środkiem odcinka [x, y]dD , gdy 2dD(x, ξ) = 2dD(ξ, y) = dD(x, ξ) + dD(ξ, y) = dD(x, y).
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W przypadku, gdy odworowanie F jest biholomorficzne, problem ”przeka̧tnio-

wego” rozk ladu F by l badany np. w [Nara] (Chapter 5) (przy za lożeniu, że brzegi
rozpatrywanych obszarów nie zawieraja̧ nietrywialnych zbiorów analitycznych),
czy też w [Cyg] (brzegi klasy C2).

W Rozdziale III. zajmiemy siȩ specjalnym rodzajem d-izometrii jakim sa̧ d-
geodezyjne zespolone.

Definicja 1.6. Dowolne odwzorowanie holomorficzne ϕ : E → D takie, że

dD(ϕ(λ1), ϕ(λ2)) = p(λ1, λ2), λ1, λ2 ∈ E,

nazywamy d-geodezyjna̧ zespolona̧. W przypadku, gdy obszar D jest biholomor-
ficzny z obszarem wypuk lym bȩdziemy mówić po prostu o geodezyjnych zespolo-
nych.

Idea geodezyjmych zespolonych pochodzi od Carathéodory’ego (
”
metrische

Ebene” w [Car]). Pomys l jest prosty: zasta̧pić badanie pary (D, dD) badaniem
pary (E, p) (a wiȩc niejako powrót do źróde l ). Znajomość geodezyjnych zes-
polonych dla jakiegoś obszaru D pozwala efektywnie badać dD. Trzeba wyraźnie
powiedzieć, że geodezyjne zespolone sa̧ znane dla bardzo niewielkiej klasy ob-
szarów. Sa̧ to: klasyczne obszary Cartana ([Aba]) oraz wypuk le elipsoidy zespolone
([Pol], [Gen], [Dine-Tim], [BFKKMP], [Jar-Pfl-Zei]) postaci

E(p) := {(z1, . . . , zN ) ∈ C
N : |z1|

2p1 + · · ·+ |zN |2pN < 1}, p = (p1, . . . , pN), pj > 0.

W pierwszej czȩści Rozdzia lu III. zajmiemy siȩ znalezieniem efektywnych wzo-
rów na geodezyjne zespolone dla uogólnionych wypuk lych pseudoelipsoid zespolo-
nych. Uogólnione pseudoelipsoidy zespolone

”
rzȩdu 1” to elipsoidy zespolone

postaci zdefiniowanej powyżej. Uogólnione pseudoelipsoidy zespolone ”rzȩdu 2”

to obszary postaci:

E := {(z1, . . . , zk) ∈ C
N : ‖z1‖

2p1 + · · · + ‖zk‖
2pk < 1},

zj ∈ C
nj , N = n1 + · · · + nk (k ≥ 2), pj > 0, j = 1, . . . , k.

 Latwo widać, że tak, jak w przypadku elipsoid zespolonych pseudoelipsoidy uogól-
nione sa̧ wypuk le tylko wtedy, gdy pj ≥ 1/2, j = 1, . . . , k. Dla ”rzȩdu 3” defi-

niujemy (tak jak wcześniej wszystkie potȩgi wystȩpuja̧ce w poniższym wzorze sa̧
dodatnie)

E := {(z1, . . . , zk) ∈ C
N :

(|z1,1|
2p1,1 + · · · + |z1,m1 |

2p1,m1 )p1 + · · · + (|zk,1|
2pk,1 + · · · + |zk,mk

|2pk,mk )pk < 1},

zj = (zj,1, . . . , zj,mj
) ∈ C

mj , N = m1 + · · · +mk.

Wreszcie ogólnie

E :=



z :

m0∑

j1=1




mj1∑

j2


. . .




mj1,...,jn−1∑

jn=1

|zj1,...,jn |
2




pj1,...,jn−1

. . .




pj1,j2



pj1

< 1



 ,
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m0,mj1,...,jk ∈ N∗, pj1,...,jk > 0 (k = 1, . . . , n − 1), z = (z1, . . . , zm0) ∈ C
N , zj =

(zj,1, . . . , zj,mj
) (j = 1, . . . ,m0), zj1,...,jk−1

= (zj1,...,jk−1,1, . . . , zj1,...,jk−1,mj1 ,...,jk−1
)

(k = 2, . . . , n), zj1,...,jn ∈ C,

N =

m0∑

j1=1




mj1∑

j2


. . .




mj1,...,jn−2∑

jn−1=1

mj1,...,jn−1


 . . .




 .

Dla wygody zapisu przyjmijmy poza tym, że pj1,... ,jn := 1.
Stosuja̧c powyższe oznaczenia zdefiniujmy pewna̧ klasȩ (†) odwzorowań holo-

morficznych ϕ : E → CN .

ϕj1,...,jn(λ) :=
(
λ− αj1,...,jn

1 − ᾱj1,...,jnλ

)sj1,...,jn
n∏

k=1

(
aj1,...,jk

(
1 − ᾱj1,...,jkλ

1 − ᾱj1,...,jk−1
λ

))1/pj1,...,jk
...pj1,...,jn

,

gdzie
(a) sj1,...,jn ∈ {0, 1},
(b) aj1,...,jk ∈ C∗,
(c) αj1,...,jk ∈ Ē,
(d) α0 ∈ E,
(e) (sj1,...,jn = 0) =⇒ (∃(j1,...,jk) : αj1,...,jk 6= α0),
(f) (sj1,...,jn = 1) =⇒ (αj1,...,jn ∈ E),
(g) (|αj1,...,jk−1

| = 1) =⇒ (αj1,...,jk = αj1,...,jk−1
),

(h) αj1,...,jk−1
=

mj1,...,jk−1∑

jk=1

|aj1,...,jk |
2αj1,...,jk ,

(i) 1 + |αj1,...,jk−1
|2 =

mj1,...,jk−1∑

jk=1

|aj1,...,jk |
2(1 + |αj1,...,jk |

2).

Twierdzenie 1.7 (Twierdzenie 3.2.1). Jeżeli uogólniona pseudoelipsoida E jest
wypuk la, to każde odwzorowanie ϕ postaci (†) jest geodezyjna̧ zespolona̧ dla E. Na
odwrót, jeśli odwzorowanie holomorficzne ϕ : E → E jest geodezyjna̧ zespolona̧
taka̧, że ϕj1,...,jn 6≡ 0 dla wszelkich możliwych (j1, . . . , jn), to ϕ jest postaci (†) (9).

W dalszej czȩści Rozdzia lu III., korzystaja̧c z efektywnych wzorów na geode-
zyjne zespolone, podamy nowy elementarny dowód nastȩpuja̧cego podstawowego
twierdzenia klasyfikacyjnego.

Twierdzenie 1.8 (Twierdzenie 3.3.1). Niech E(p) i E(q) bȩda̧ wypuk lymi elip-
soidami zespolonymi. Wtedy E(p) jest biholomorficznie równoważne z E(q) wtedy
i tylko wtedy, gdy p = q (z dok ladnościa̧ do permutacji).

(9) Zauważmy, że warunek ϕj1,...,jn 6≡ 0 nie stanowi ograniczenia na ogólna̧ postać geodezyj-
nej zespolonej, gdyż geodezyjna zespolona w E maja̧ca jedna̧ sk ladowa̧ równa̧ tożsamościowo
zeru jest, po oczywistych utożsamieniach, geodezyjna̧ zespolona̧ w wypuk lej pseudoelipsoidzie
zespolonej niższego wymiaru.
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ROZDZIA L II

IZOMETRIE ZESPOLONE

ILOCZYNÓW KARTEZJAŃSKICH OBSZARÓW

Jak już wcześniej zapowiedzielísmy, w tej czȩści pracy bȩdziemy zajmować siȩ
problemem regularności izometrii zespolonych iloczynów kartezjańskich obszarów.
W czȩści pierwszej rozpatrzymy przypadek iloczynów kartezjańskich kul euklide-
sowych, a w drugiej zajmiemy siȩ pewna̧ sytuacja̧ ogólniejsza̧.

Niech d = (dD)D∈D bȩdzie holomorficznie niezmiennicza̧ rodzina̧ funkcji. Dla
w, z ∈ D definiujemy

[w, z]dD
:= {ξ ∈ D : dD(w, ξ) + dD(ξ, z) = dD(w, z)}.

Zbiór [w, z]dD
nazywamy odcinkiem wzglȩdem dD  la̧cza̧cym w i z. Jeśli dla x ∈ D

zachodzi

2dD(w, x) = 2dD(x, z) = dD(w, x) + dD(x, z) = dD(w, z),

to wówczas mówimy, że x jest środkiem odcinka [w, z]dD
. Niech ϕ : E −→ D, gdzie

D ∈ D, bȩdzie d-geodezyjna̧ zespolona̧. Zauważmy, że punkt ϕ(0) jest środkiem
odcinka [ϕ(−t), ϕ(t)]dD

dla dowolnego t ∈ [0, 1) (10). Zbiór ϕ((−1, 1)) nazywamy
d-geodezyjna̧ rzeczywista̧. Na koniec wprowadźmy bardzo użyteczne oznaczenie:
d∗D := tgh dD.

2.1. PRZYPADEK KUL EUKLIDESOWYCH

Na wstȩpie przypomnimy kilka podstawowych faktów dotycza̧cych grupy au-
tomorfizmów Aut(Bk) i odleg lości Carathéodory’ego cBk

(11), z których bȩdziemy
korzystać w dalszej czȩści pracy.

Dla b ∈ Bk \ {0} niech

Fb(z) :=
1

‖b‖2
‖b‖2(z

√
1 − ‖b‖2 − b) + 〈z, b〉b(1 −

√
1 − ‖b‖2)

1 − 〈z, b〉
, z ∈ Bk,

(10) Żeby to zobaczyć przypomnijmy nastȩpuja̧ca̧ w lasność odleg lości Poincarégo p. Dla
−1 < t1 ≤ t2 ≤ t3 < 1 zachodzi nastȩpuja̧ca zależność: p(t1, t2) + p(t2, t3) = p(t1, t3) (zob.
np. [Jar-Pfl], Chapter I). Znaja̧c już tȩ zależność otrzymujemy wprost z defincji d-geodezyjnej
zespolonej nastȩpuja̧cy cia̧g równości, kończa̧cy uzasadnienie:

dD(ϕ(−t), ϕ(t)) = p(−t, t) = p(−t, 0) + p(0, t) = dD(ϕ(−t), ϕ(0)) + dD(ϕ(0), ϕ(t)).
(11) Przypomnijmy, że dla dowolnej holomorficznie niezmienniczej rodziny d mamy: dBk

=
cBk

.
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gdzie 〈w, z〉 :=
∑k

j=1 wj z̄j , z = (z1, . . . , zk), w = (w1, . . . , wk) ∈ C
k, jest klasy-

cznym iloczynem skalarnym w C
k. Ponadto, niech F0 := idBk

.  Latwo widać, że
Fb(b) = 0. Można sprawdzić (zob. np. [Fra-Ves], § 6.1), że Fb ∈ Aut(Bk) oraz
(Fb)

−1 = F−b Automorfizmy Fb generuja̧ ca la̧ grupȩ Aut(Bk) w tym sensie, że

Aut(Bk) = {U ◦ Fb : U ∈ U(Ck), b ∈ Bk},

gdzie U(Ck) oznacza grupȩ wszystkich odwzorowań unitarnych U : Ck → Ck (zob.
np. [Fra-Ves], § 6.1) (12). W szczególności, grupa Aut(Bk) dzia la tranzytywnie na
Bk (13).

 Latwo sprawdzić (zob. np. [Jar-Pfl], Proposition 2.2.1), że c∗
Bk

(0, z) = ‖z‖,

z ∈ Bk. Sta̧d, wobec faktu, iż Aut(Bk) ⊂ Isomc(B
k) (14), wynika, że

c∗
Bk

(w, z) = c∗
Bk

(0, Fw(z)) =

(
1 −

(1 − ‖w‖2)(1 − ‖z‖2)

|1 − 〈w, z〉|2

)1/2

, w, z ∈ Bk.

W szczególności cBk
(w̄, z̄) = cBk

(w, z), z, w ∈ Bk, a zatem dowolne odwzorowanie
antyholomorficzne F : Bk → Bl jest c-kontrakcja̧ (15). Tak wiȩc Ū(Ck,Cl) ⊂
Isomc(Bk,Bl), Aut(Bk) ⊂ Isomc(Bk) (16). Wobec tranzytywności grupy Aut(Bl),
problem charakteryzacji Isomc(Bk,Bl) sprowadza siȩ do opisu zbioru

{F ∈ Isomc(Bk,Bl) : F (0) = 0}.

Sytuacja jest dok ladnie taka sama jak w przypadku ko la jednostkowego:

Twierdzenie 2.1.1 ([Jar-Pfl], Proposition 2.2.7; [Kucz-Ray]).

{F ∈ Isomc(Bk,Bl) : F (0) = 0} = U(Ck,Cl) ∪ Ū(Ck,Cl),

Isomc(Bk) = Aut(Bk) ∪ Aut(Bk).

Zauważmy, że dla dowolnego b ∈ ∂Bk odwzorowanie E ∋ λ → λb ∈ Bk jest
geodezyjna̧ zespolona̧. Odwzorowania tej postaci to jedyne z dok ladnościa̧ do

(12) Przypomnijmy, iż odwzorowanie liniowe U : Ck → Cl nazywamy unitarnym (U ∈
U(Ck,Cl)) jeżeli

〈U(w), U(z)〉 = 〈w, z〉 dla dowolnych w, z ∈ Ck.
Każde odwzorowanie unitarne jest iniekcja̧ (w szczególności, musi być k ≤ l). Dla k = l odw-
zorowania unitarne tworza̧ grupȩ.

(13) Tzn. dla dowolnych w, z ∈ Bk istnieje automorfizm F ∈ Aut(Bk) taki, że F (w) = z.
(14) Isomd(D) := Isomd(D,D).
(15) Odwzorowanie F : D → Cl nazywamy antyholomorficznym jeżeli odwzorowanie D ∋

z → F (z) jest holomorficzne lub, co na jedno wychodzi, jeżeli odwzorowanie {z̄ : z ∈ D} ∋ z →
F (z̄) jest holomorficzne.

(16) F̄ := {F̄ : F ∈ F}. Odwzorowania klasy Ū(Ck ,Cl) nazywamy antyunitarnymi; sa̧ one
scharakteryzowane przez warunek

〈U(w), U(z)〉 = 〈w, z〉 dla dowolnych w, z ∈ Ck.
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Aut(E) (17) geodezyjne zespolone ϕ : E → Bk takie, że 0 ∈ ϕ(E) (wystarczy
zastosować Lemat Schwarza). Sta̧d, korzystaja̧c ponownie z tranzytywności grupy
Aut(Bk),  latwo wykazać, że geodezyjne zespolone ϕ = (ϕ1, . . . , ϕk) : E → Bk

można z dok ladnościa̧ do permutacji zmiennych opisać wzorami:

ϕj(λ) =





aj
λ−αj

1−ᾱ0λ
, j = 1, . . . , s

aj
1−ᾱjλ
1−ᾱ0λ

, j = s+ 1, . . . , t

0, j = t+ 1, . . . , k

,

gdzie
0 ≤ s ≤ t ≤ k, t ≥ 1,
a1, . . . , at ∈ C \ {0},
α0, . . . , αs ∈ E, αs+1, . . . , αt ∈ Ē,

α0 =
∑t

j=1 |aj |
2αj ,

1 + |α0|
2 =

∑t
j=1 |aj |

2(1 + |αj |
2),

przypadek s = 0, α0 = · · · = αt = 0 jest wykluczony.

Dla dowolnej geodezyjnej zespolonej ϕ : E → Bk istnieje zespolona prosta
afiniczna L ⊂ Ck taka, że ϕ(E) = L ∩ Bk (zob. [Fra-Ves], § 6.1).

Dla α = (α1, . . . , αm) ∈ Nm
∗ niech Bα := Bα1 × . . .× Bαm

.
Zdefiniujmy

A := {α : ∃m∈N∗
: α = (α1, . . . , αm) ∈ N

m
∗ , α1 ≤ · · · ≤ αm}.

Dla α = (α1, . . . , αm) ∈ A przyjmijmy L(α) := m.

Zasadniczym celem tego podrozdzia lu jest wykazanie nastȩpuja̧cego twierdze-
nia.

Twierdzenie 2.1.2. Niech F = (F1, . . . , Fn) : Bα → Bβ bȩdzie dowolna̧ izometria̧
zespolona̧. Po lóżmy m := L(α), n := L(β). Wtedy α � β i jeśli s := Λ(α, β) >
0 (18), to istnieja̧ wskaźniki

1 ≤ j1 < · · · < js ≤ m, 1 ≤ k1, . . . , ks ≤ n, kµ 6= kν dla µ 6= ν,

takie, że Fkt
(z) = ϕt(zjt), z = (z1, . . . zm), gdzie ϕt : Bαjt

→ Bβkt
jest pewna̧

izometria̧ zespolona̧, t = 1, . . . , s.

Zanim przejdziemy do dowodu podamy kilka elementarnych w lasności funkcji
Λ.

(17) Jezeli ϕ : E → D jest d-geodezyjna̧ zespolona̧, to dla dowolnego automorfizmu h ∈
Aut(E) odwzorowanie ϕ ◦ h : E → D jest również d-geodezyjna̧ zespolona̧.

(18) Relacja � oraz funkcja Λ zosta ly zdefiniowane we
”
Wprowadzeniu”.
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Propozycja 2.1.3. Niech α, β, β′, β′′ ∈ A, m := L(α), n := L(β), n′ := L(β′),
n′′ := L(β′′). Za lóżmy, że α � β. Wówczas:

(a) 0 ≤ Λ(α, β) ≤ m;

(b) jeśli α � (β1, . . . , βn−2), wtedy Λ(α, (β1, . . . , βn−2)) ≤ Λ(α, β) + 1;

(c) jeśli α � β′ � β′′, wtedy Λ(α, β′) ≥ Λ(α, β′′);

(d) jeśli α � β′, α � β′′ oraz dla j = 1, . . . ,m zachodzi
#{k ∈ {1, . . . , n′} : αj ≤ β′

k < αj+1} = #{k ∈ {1, . . . , n′′} : αj ≤ β′′
k < αj+1},

gdzie αm+1 : = +∞, wtedy Λ(α, β′) = Λ(α, β′′);

(e) jeśli βj < α1, wtedy Λ(α, (βj+1, . . . , βn)) = Λ(α, β);

(f) jeśli m ≥ 2, to dla α̃ := (α1, . . . , αm−1), β̃ := (β1, . . . , β̌j1 , . . . , β̌jp , . . . , βn) (19)

takich, że 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jp ≤ n, βj1 ≥ αm i α̃ � β̃, mamy nastȩpuja̧ce
zwia̧zki:

(i) jeśli p ≥ 3, wtedy Λ(α̃, β̃) ≥ Λ(α, β),

(ii) jeśli p = 1, wtedy Λ(α̃, β̃) + 1 ≥ Λ(α, β).

Dowód. W lasność (a) wynika wprost z definicji Λ.

Żeby dowieść w lasności (b) używamy indukcji ze wzglȩdu na L(α). I tak jeśli
L(α) = 1, wtedy (b) jest oczywiste. Przypuśćmy zatem, że (b) zachodzi dla
wszelkich możliwych α i β takich, że L(α) = m − 1, gdzie m ≥ 2 jest pewna̧
ustalona̧ liczba̧. Weźmy dowolne α takie, że L(α) = m. Zdarzyć siȩ moga̧ dwa
przypadki. Jeśli z definicji Λ dostaniemy

Λ(α, (β1, . . . , βn−2)) = Λ((α1, . . . , αm−1), (β1, . . . , βn−5)),
to wtedy Λ(α, (β1, . . . , βn)) = Λ((α1, . . . , αm−1), (β1, . . . , βn−3)). Za lożenie in-
dukcyjne zastosowane do (α1, . . . , αm−1) i (β1, . . . , βn−3) kończy dowód w tym
przypadku.

Za lóżmy zatem, że z defincji Λ otrzymamy

Λ(α, (β1, . . . , βn−2)) = Λ((α1, . . . , αm−1), (β1, . . . , βn−3)) + 1. (∗)

Rozpatrujemy dwa podprzypadki w zależności od tego czemu jest równe Λ(α, β) (a
dok ladniej w zależności od tego wed lug której czȩści definicji funkcji Λ wyliczamy
tȩ wartość). I tak, jeśli

Λ(α, β) = Λ((α1, . . . , αm−1), (β1, . . . , βn−1)) + 1,
to wtedy stosuja̧c za lożenie indukcyjne do (α1, . . . , αm−1) i (β1, . . . , βn−1) uzysku-
jemy ża̧dany wynik. Za lóżmy zatem, że

Λ(α, (β1, . . . , βn)) = Λ((α1, . . . , αm−1), (β1, . . . , βn−3)).
Z (∗) wynika, że Λ((α1, . . . , αm−1), (β1, . . . , βn−3)) = Λ(α, (β1, . . . , βn−2)) − 1, co
kończy dowód (b).

(19) β̌j oznacza, że wskaźnik βj opuszczamy.
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Żeby dowieść w lasności (c) używamy powtórnie indukcji ze wzglȩdu na L(α).
Jeśli L(α) = 1, wtedy (c) wynika wprost z definicji. Za lóżmy zatem, że (c) zachodzi
dla wszelkich możliwych α i β takich, że L(α) = m − 1, gdzie m ≥ 2. Weźmy α
takie, że L(α) = m. Jeśli z definicji Λ otrzymamy, że

Λ(α, β′) = Λ((α1, . . . , αm−1), (β′
1, . . . , β

′
n′−3)),

wówczas Λ(α, β′′) = Λ((α1, . . . , αm−1), (β′′
1 , . . . , β

′′
n′′−3)). Za lożenie indukcyjne za-

stosowane do (α1, . . . , αm−1) kończy dowód tego przypadku.
Za lóżmy zatem, że z definicji Λ otrzymamy

Λ(α, β′) = Λ((α1, . . . , αm−1), (β′
1, . . . , β

′
n′−1)) + 1. (∗∗)

Rozważamy znowu (podobnie jak w dowodzie (b)) dwa podprzypadki. Jeśli z
definicji Λ mamy

Λ(α, β′′) = Λ((α1, . . . , αm−1), (β′′
1 , . . . , β

′′
n′′−1)) + 1,

to wtedy stosuja̧c za lożenie indukcyjne do (α1, . . . , αm−1) otrzymamy ża̧dany wy-
nik. Przyjmijmy zatem, że z definicji Λ mamy

Λ(α, β′′) = Λ((α1, . . . , αm−1), (β′′
1 , . . . , β

′′
n′′−3)),

ale jest to na mocy (b) nie wiȩksze niż Λ((α1, . . . , αm−1), (β′′
1 , . . . , β

′′
n′′−1)) + 1.

Za lożenie indukcyjne powoduje z kolei, że ostatnia liczba jest równa co najwyżej
Λ((α1, . . . , αm−1), (β′

1, . . . , β
′
n′−1))+1, co na mocy (∗∗) równa siȩ Λ(α, β′). Kończy

to dowód (c).
W lasność (d) jest konsekwencja̧ faktu, że wartość Λ(α, β) nie zmienia siȩ, jeśli

zamiast β′
k takiego, że αj ≤ β′

k < αj+1 weźmiemy dowolne inne β′′
k takie, że

αj ≤ β′′
k < αj+1 (wynika to wprost z definicji funkcji Λ).

Żeby wykazać (e) zauważmy, że βj takie, że βj < α1 nie ma wp lywu na wartość
Λ(α, β) (widać to również wprost z definicji).

Dla dowodu (f)(i) zauważmy, że na mocy (c), (d) i definicji Λ zachodzi

Λ(α̃, β̃) = Λ(α̃, (β1, . . . , βn−p)) ≥ Λ(α̃, (β1, . . . , βn−3)) = Λ(α, β)

Żeby dowieść z kolei (f)(ii) zauważmy, że na mocy (d) zachodzi

Λ(α̃, β̃) + 1 = Λ(α̃, (β1, . . . , βn−1)) + 1.
Rozpatrujemy znowu dwa przypadki. Jeśli z definicji Λ otrzymujemy

Λ(α, β) = Λ(α̃, (β1, . . . , βn−1)) + 1,
to nasza teza jest spe lniona. Jeśli natomiast z definicji Λ otrzymujemy

Λ(α, β) = Λ(α̃, (β1, . . . , βn−3)),
to na mocy (b) mamy nierówność Λ(α̃, (β1, . . . , βn−3)) ≤ Λ(α̃, (β1, . . . , βn−1)) + 1,
która kończy dowód. �

Przyk lad 2.1.4. Niech α, β ∈ A, m := L(α), n := L(β). Za lóżmy, że α � β.
Zachodza̧ wówczas nastȩpuja̧ce zwia̧zki:

(a) jeśli L(α) = 1, wtedy
(i) jeśli #{j : βj ≥ α1} ≥ 3, to Λ(α, β) = 0,
(ii) jeśli #{j : βj ≥ α1} ≤ 2, to Λ(α, β) = 1;
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(b) jeśli n = m lub n = m+ 1, wtedy Λ(α, β) = m;

(c) jeśli Λ(α, β) = 0, wtedy n ≥ 3m;

(d) Λ((1, 2, 3), (1, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 3, 3)) = 2,
Λ((1, 2, 3), (1, 1, 1, 1, 1, 2, 3, 3, 3)) = 1,
Λ((1, 2, 3), (1, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3)) = 0,
Λ((1, 2), (1, 1, 1, 1, 2, 2)) = 1,
Λ((1, 2), (1, 1, 1, 2, 2, 2)) = 0;

(e) jeśli αm ≤ β1, wtedy

Λ(α, β) =

{
0 gdy n ≥ 3m

m−
[
n−m

2

]
gdy m ≤ n ≤ 3m

,

gdzie [ · ] oznacza czȩść ca lkowita̧ liczby.

Poniżej pokrótce uzasadnimy wyżej podane równości.
W lasności (a), (b) i (c) sa̧ natychmiastowa̧ konsekwencja̧ definicji. W (d) sto-

sujemy bezpośrednio definicjȩ Λ(α, β). Dla przyk ladu sprawdzamy druga̧ równość.

Λ((1, 2, 3), (1, 1, 1, 1, 1, 2, 3, 3, 3)) = Λ((1, 2), (1, 1, 1, 1, 1, 2)) =

Λ((1), (1, 1, 1, 1, 1)) + 1 = 0 + 1 = 1.

Dla dowodu w lasności (e) w przypadku m ≤ n ≤ 3m zauważmy, że na mocy
(b) i definicji Λ mamy

Λ(α, β) = Λ((α1, . . . , αm−1), (β1, . . . , βn−3)) =

Λ((α1, . . . , αm−2), (β1, . . . , βn−6)) = · · · =

Λ((α1, . . . , αm−[n−m
2 ]), (β1, . . . , βn−3[n−m

2 ])) = m−

[
n−m

2

]
,

gdyż m− j ≤ n− 3j dla j = 1, . . . ,
[
n−m

2

]
i 0 ≤ n− 3

[
n−m

2

]
− (m−

[
n−m

2

]
) ≤ 1.

Przyk lad 2.1.4(b) pokazuje, że w przypadku m = n lub m = n + 1 ilość

”
dobrych” sk ladowych dowolnej izometrii zespolonej z Twierdzenia 2.1.2 jest zaw-

sze maksymalnie duża (to znaczy równa m).

Twierdzenie 2.1.2 stanowi jednoczesne uogólnienie kilku wcześniejszych wyni-
ków, które ujmiemy w postaci nastȩpuja̧cego

”
zbiorczego” twierdzenia.

Twierdzenie 2.1.5. Niech α, β ∈ A, m := L(α), n := L(β).
(a) ([Jar-Pfl], Proposition 2.2.8) Jeżeli F : Bα → Bβ jest izometria̧ zespolona̧, to
m ≤ n.
(b) ([Jar-Pfl], Proposition 2.2.8) Jeżeli m = n, to wówczas dowolna izometria
zespolona F : Bα → Bβ jest postaci

F (z1, . . . , zn) = (ϕ1(zσ(1)), . . . , ϕn(zσ(n))),
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gdzie ϕj : Bασ(j)
→ Bβj

jest izometria̧ zespolona̧, j = 1, . . . , n oraz σ jest pewna̧

permutacja̧ zbioru {1, . . . , n}.
(c) ([Zwo1]) Jeżeli m = 1, n = 2, to wtedy dla dowolnej izometrii zespolonej
F = (F1, F2) : Bα → Bβ co najmniej jedno z odwzorowań F1, F2 jest izometria̧
zespolona̧.
(d) ([Jar-Pfl], Remark 2.2.6(d)) Jeżeli n ≥ 3, to istnieje izometria zespolona F :
E −→ Bα taka, że żadna ze sk ladowych odwzorowania F nie jest różniczkowalna
(w szczególności żadna ze sk ladowych nie jest izometria̧ zespolona̧).

Uwaga 2.1.6. Oszacowanie liczby sk ladowych regularnych podane w Twierdzeniu
2.1.2 jest ostre. Ustalmy m, n takie, że m ≤ n ≤ 3m oraz cia̧g β ∈ A taki, że
L(β) = n. Niech ϕj : E −→ B(β3j−2,β3j−1,β3j) bȩdzie dowolna̧ izometria̧ zespolona̧

taka̧ jak w Twierdzeniu 2.1.5(d) dla j = 1, . . . , r, gdzie r =
[
n−m

2

]
. Zdefiniujmy

F (z1, . . . , zm) := (ϕ1(z1), . . . , ϕr(zr), zr+1, . . . , zm), gdy n−m jest parzyste,

F (z1, . . . , zm) := (ϕ1(z1), . . . , ϕr(zr), zr+1, . . . , zm, ψ(z1)),

gdy n−m jest nieparzyste,

gdzie ψ : E −→ Bβn
jest dowolna̧ c-kontrakcja̧, która nie jest izometria̧ zespolona̧.

Wtedy F : Em = B(1,...,1) −→ Bβ jest izometria̧ zespolona̧, która ma dok ladnie

Λ(α, β) = m−
[
n−m

2

]
”

dobrych” sk ladowych (por. Przyk lad 2.1.4(e)).

Przechodzimy do dowodu Twierdzenia 2.1.2. Z grubsza biora̧c, idea znalezienia
liczby ”dobrych” sk ladowych odwzorowania F , a wiȩc Λ wygla̧da nastȩpuja̧co:

Za lóżmy, że szukana przez nas liczba jest dodatnia. Jeśli
”
dodamy” pewna̧ kulȩ

Bk do Bα i co najwyżej dwie kule do Bβ , wtedy szukana liczba wzrośnie o jeden.
Jeśli natomiast do Bβ ”

dodamy” co najmniej trzy kule, wtedy szukana liczba nie

powinna siȩ zmienić.
Na pocza̧tku udowodnimy pewna̧ propozycjȩ, która w istocie bȩdzie pierwsza̧

czȩścia̧ Twierdzenia 2.1.2, a która jest uogólnieniem Twierdzenia 2.1.5(a).

Propozycja 2.1.7. Niech F : Bα −→ Bβ, gdzie α, β ∈ A, bȩdzie izometria̧
zespolona̧. Wtedy α � β.

W dowodzie Propozycji 2.1.7 wykorzystamy podany poniżej Lemat 2.1.8, który
pokażemy używaja̧c tej samej metody co w dowodzie Lemma 3 w [Zwo1].

Lemat 2.1.8. Niech F : Bα −→ Bβ, gdzie α, β ∈ A, bȩdzie izometria̧ zespolona̧,
(m := L(α), n := L(β)). Za lóżmy dodatkowo, że βk < α1 dla pewnego k ≤ n.
Wtedy

F(k+1,...,n) : Bα −→ B(βk+1,...,βn) (2.1.1)

jest izometria̧ zespolona̧.

Teza Lematu 2.1.8 jest dosyć naturalna. Mówi nam ona mianowicie, że te
kule w przestrzeni docelowej, które maja̧ ma ly wymiar (w stosunku do wymiarów
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kul w dziedzinie funkcji) nie wp lywaja̧ w żaden sposób na fakt izometryczności
odwzorowania.

Dowód Lematu 2.1.8. Przypuśćmy, że (2.1.1) nie zachodzi. Istnieja̧ zatem punkty
a, b ∈ Bα takie, że (wiemy, że F(k+1,...,n) jest kontrakcja̧ – w tym miejscu jak i

wielokrotnie później korzystamy z w lasności produktowej c (20)):

max
j=k+1,...,n

{
cBβj

(Fj(a), Fj(b))
}
< cBα

(a, b).

Nierówność ta implikuje na mocy izometryczności F , że dla pewnych zbiorów
otwartych ∅ 6= U,U ′ ⊂ Bα i dla pewnego s ≤ k mamy

cBβs
(Fs(x), Fs(y)) = cBα

(x, y) dla wszelkich (x, y) ∈ U × U ′.

 Latwo można wywnioskować z tej równości, że istnieja̧ niepuste zbiory otwarte
V, V ′ ∈ Bα i p ∈ {1, . . . ,m} takie, że:

cBβs
(Fs(x), Fs(y)) = cBαp

(xp, yp) = cBα
(x, y) dla (x, y) ∈ V × V ′, (2.1.2)

gdzie x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , ym).
Dla uzyskania sprzeczności i w ten sposób zakończenia dowodu Lematu 2.1.8

wystarczy wykazać zatem nastȩpuja̧cy lemat.

Lemat 2.1.9. Niech α ∈ (N∗)m, k ∈ N∗ oraz 0 ∈ V , V ′ bȩda̧ niepustymi zbiorami
otwartymi w Bα. Niech f : Bα −→ Bk bȩdzie kontrakcja̧ zespolona̧ taka̧, że

cBk
(f(w), f(z)) = cBα1

(w1, z1) = cBα
(w, z) dla w, z ∈ V × V ′.

Wtedy α1 ≤ k.

W dowodzie Lematu 2.1.9 wykorzystamy z kolei nastȩpuja̧cy fakt.

Lemat 2.1.10. Niech α, k, V , V ′oraz f spe lniaja̧ za lożenia Lematu 2.1.9. Przyj-
mijmy dodatkowo, że f(0) = 0, V = V1 × · · · × Vm, V ′ = V ′

1 × · · · × V ′
m oraz

f((r, 0, . . . , 0),
o
z) = (r, 0, . . . , 0) dla pewnego

o
z = (

o
z2, . . . ,

o
zm) ∈ V ′

2 × · · · × V ′
m,

r > 0, (r, 0, . . . , 0) ∈ V ′
1 . Wtedy

f(t(z1,
o
z)) = tf(z1,

o
z) dla z1 ∈ V ′

1 , t ∈ R takiego, że t(z1,
o
z) ∈ V .

Dowód Lematu 2.1.10. Z za lożeń lematu (dok ladniej z kontraktywności f) dosta-
jemy, że

‖f(z)‖ = ‖z1‖ ≥ ‖zj‖ dla z = (z1, . . . , zm) ∈ V ′, j = 2, . . . ,m . (2.1.3)

(20) Z Rozdzia lu I. pamiȩtamy, że pseudoodleg lość c ma w lasność produktowa̧.
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Zauważmy, że z (2.1.3) i kontraktywności f wynika dla z1 ∈ V ′
1 oraz t ∈ R

takiego, że t(z1,
o
z) ∈ V nierówność

‖f(t(z1,
o
z))‖ ≤ |t|max{‖z1‖, ‖

o
zj‖, j = 2, . . . ,m} = |t|‖z1‖. (2.1.4)

Na podstawie za lożeń lematu zastosowanych do t(z1,
o
z) i (z1,

o
z) takich jak wyżej

otrzymujemy

cBk
(f(t(z1,

o
z)), f(z1,

o
z)) = cBα

(t(z1,
o
z), (z1,

o
z)) = cBα1

(tz1, z1). (2.1.5)

Nierówności

1 − ‖f(t(z1,
o
z))‖2

(1 + ‖f(t(z1,
o
z))‖‖z1‖)2

≤
1 − ‖f(t(z1,

o
z))‖2

|1 − 〈f(t(z1,
o
z)), f(z1,

o
z)〉|2

≤
1 − ‖f(t(z1,

o
z))‖2

(1 − ‖f(t(z1,
o
z))‖‖z1‖)2

razem z (2.1.3), (2.1.4), (2.1.5) i faktem, że dla 0 < v < 1 funkcja

(−∞, v) ∋ u −→
1 − u2

(1 − uv)2
∈ R

jest rosna̧ca (por. również wzór na c∗
Bk

), implikuja̧, że

‖f(t(z1,
o
z))‖ = |t|‖z1‖.

Zatem na mocy równości w (2.1.5) dostajemy

|1 − 〈f(t(z1,
o
z)), f(z1,

o
z)〉| = 1 − t‖z1‖

2,

z której to równości wynika teza Lematu 2.1.10. �

Dowód Lematu 2.1.9. Zmniejszaja̧c ewentualnie V i V ′ oraz używaja̧c automor-

fizmów możemy przyja̧ć, że V i V ′, f oraz pewne r i
o
z spe lniaja̧ za lożenia Lematu

2.1.10.
Przypuśćmy, że α1 > k. Zdefiniujmy

v1 := re1, vj := re1 + εej, j = 2, . . . , α1,

gdzie ej = (0, . . . , 1, . . . , 0) ∈ Cα1 i ε > 0 jest wybrane tak, żeby vj ∈ V ′
1 .

Udowodnimy indukcyjnie, że z dok ladnościa̧ do odwzorowania unitarnego

f(vl,
o
z) = vl, l = 1, . . . , k. (2.1.6)
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Tak jak i w dowodzie Lematu 2.1.10 widzimy, że mamy nastȩpuja̧ca zależność:

‖f(z)‖ = ‖z1‖ ≥ ‖zj‖, z = (z1, . . . , zm) ∈ V ′, (j ≥ 2). (2.1.7)

Gdy l = 1, wtedy (2.1.6) wynika wprost z za lożeń poczynionych na pocza̧tku
dowodu. Przyjmijmy zatem, że

f(vj ,
o
z) = vj dla j = 1, . . . , l, gdzie l ≤ k − 1.

Po z lożeniu z pewnym odwzorowaniem unitarnym równym identyczności na Cl ×
{0}k−l można przyja̧ć, że

f(vl+1,
o
z) = (ξ1, . . . , ξk, ξl+1, 0, . . . , 0), ξl+1 ≥ 0.

Na mocy Lematu 2.1.10, wzoru na odleg lość Carathéodory’ego oraz w lasności

(2.1.7), stosuja̧c warunek kontraktywności f do (vl+1,
o
z) i t(vj ,

o
z), j = 1, . . . , l,

otrzymujemy dla t ∈ R, bliskiego 0.

|1 − 〈f(vl+1,
o
z), tf(vj ,

o
z)〉| ≤ |1 − 〈vl+1, tvj〉|.

Tak wiȩc:

jeśli j = 1, to wtedy |1 − tξ1r| ≤ |1 − tr2|, (2.1.8)

jeśli j > 1, to wtedy |1 − t(ξ1r + ξjε)| ≤ |1 − tr2|. (2.1.9)

Nierówność (2.1.8) powoduje, że ξ1 = r, a zatem na mocy (2.1.9) mamy ξj =
0, j = 2, . . . , l. Z kolei z (2.1.7) i faktu, że ξl+1 ≥ 0 wynika, iż ξl+1 = ε.

Rozważmy vk+1; przyjmijmy, że f(vk+1,
o
z) = (ξ1, . . . , ξk). Stosuja̧c warunek

kontraktywności f do (vk+1,
o
z) i t(vj ,

o
z), j = 1, . . . , k, otrzymujemy jak wyżej:

|1 − 〈f(vk+1,
o
z), tf(vj ,

o
z)〉| ≤ |1 − 〈vk+1, tvj〉|, j = 1, . . . , k,

co implikuje, że
ξ1 = r, ξj = 0 gdy j = 2, . . . , k.

Stoi to w sprzeczności z (2.1.7). Kończy to dowód Lematu 2.1.9. �

Dowód Propozycji 2.1.7. Niech m := L(α), n := L(β). Przypuśćmy, że nierówność
α � β nie zachodzi. Ponieważ m ≤ n (zob. Twierdzenie 2.1.5(a)), istnieje wiȩc
k ∈ {1, . . . ,m} takie, że αk > βn−m+k. Oczywistym jest, że odwzorowanie

G(zk, . . . , zm) := F (0, . . . , 0, zk, . . . , zm)
jest izometria̧ B(αk,...,αm) i Bβ . Na mocy Lematu 2.1.8 dostajemy, że odwzorowanie

G(n−m+k+1,...,n) : B(αk,...,αm) −→ B(βn−m+k+1,...,βn)

jest izometria̧ zespolona̧, co na mocy nierówności m−k+1 > n−(n−m+k+1)+1
przeczy Twierdzeniu 2.1.5(a). �

W dowodzie Twierdzenia 2.1.2 bȩdziemy potrzebowali nastȩpuja̧cego lematu.
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Lemat 2.1.11. Niech F : Bα −→ Bβ bȩdzie kontrakcja̧ zespolona̧, gdzie α ∈ N
m
∗ ,

β ∈ Nn
∗ . Dla pewnego k ustalmy

o
z = (

o
zk+1, . . . ,

o
zm) ∈ B(αk+1,...,αm) . Po lóżmy

Go
z

:= F(1,...,l)(·,
o
z) : B(α1,...,αk) −→ B(β1,...,βl)

dla pewnego l ≤ n. Za lóżmy, że Go
z

jest izometria̧ zespolona̧ (w szczególności

k ≤ l (21)). Wtedy dla dowolnego z = (zk+1, . . . , zm) ∈ B(αk+1,...,αm) odwzorowanie

Gz := F(1,...,l)(·, z) : B(α1,...,αk) −→ B(β1,...,βl)

jest izometria̧ zespolona̧.
Jeśli dodatkowo k = l, wtedy Go

z
≡ Gz.

Zanim przejdziemy do dowodu Twierdzenia 2.1.2 poczynimy jeszcze pewne
przygotowania i wprowadzimy nowe oznaczenie. Poniżej w rozważaniach przyjmu-
jemy, że F , α i β sa̧ takie, jak w Twierdzeniu 2.1.2.

Niech k bȩdzie tak wybrane, że βk < αm, αm ≤ βk+1 (jeśli β1 ≥ αm, wtedy
przyjmujemy k := 0). Ustalmy zm ∈ Bαm

. Sk ladaja̧c F z automorfizmami postaci
Bα ∋ (λ1, . . . , λm) −→ (λ1, . . . , λm−1, Um(λm)) ∈ Bα (Um ∈ Aut(Bαm

)) oraz
Bβ ∋ (λ1, . . . , λn) −→ (U1(λ1), . . . , Un(λn)) ∈ Bβ , (Uj ∈ Aut(Bβj

), j = 1, . . . , n)
przyjmijmy chwilowo, że zm = 0 i F (0) = 0.

Ponieważ F jest izometria̧, wiȩc również odwzorowanie

ϕ := F (0, ·) : Bαm
−→ Bβ jest izometria̧,

a na mocy Lematu 2.1.8 otrzymujemy izometryczność odwzorowania

ϕ(k+1,...,n) : Bαm
−→ B(βk+1,...,βn).

Niech L bȩdzie dowolna̧ prosta̧ rzeczywista̧ przechodza̧ca̧ przez 0. Zauważmy,
że dla dowolnego wm ∈ L istnieje s = s(L,wm) ∈ {k + 1, . . . , n} takie, że

cBβs
(ϕs(−wm), ϕs(wm)) = cBαm

(−wm, wm)

(w szczególności ‖ϕs(±wm)‖ = ‖wm‖ i w konsekwencji ϕs(−wm) = −ϕs(wm)).
Z kolei Lemma 1 z [Zwo1] (22) zastosowany do ϕs oraz skończoność zbioru

{k + 1, . . . , n} implikuja̧, że możemy znaleźć s = s(L) ∈ {k + 1, . . . , n} takie, że

cBβs
(ϕs(−wm), ϕs(wm)) = cBαm

(−wm, wm) dla dowolnego wm ∈ L,

co dowodzi (po powrocie do wyj́sciowego F i zm), że dla każdej geodezyjnej rze-
czywistej L takiej, że zm ∈ L istnieje s ∈ {k + 1, . . . , n} takie, że (23)

cBβs
(Fs(0, wm), Fs(0, w̃m)) = cBαm

(wm, w̃m)

dla wszelkich wm, w̃m ∈ L takich, iż zm jest środkiem odcinka [wm, w̃m]
(2.1.10)

(21) zob. Twierdzenie 2.1.5(a).
(22) Lemat ([Zwo1]). Niech f : Bk −→ Bl (k ≤ l) bȩdzie kontrakcja̧ taka̧, że f(0) = 0,

‖f(a)‖ = ‖a‖ dla pewnego a ∈ Bk . Wtedy f(ta) = tf(a) dla t ∈ [0, 1].
(23) Poprzez odcinek (́srodek odcinka) rozumiemy w tym podrozdziale odcinek (́srodek od-

cinka) wzglȩdem cBp
.
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Zdefiniujmy

A(zm) := {s ∈ {k + 1, . . . , n} : ∃ L− geodezyjna rzeczywista

przechodza̧ca przez zm taka, że para (L, s) spe lnia (2.1.10)}.

Na mocy poprzedniej uwagi wiemy, że A(zm) 6= ∅.

Lemat 2.1.12. Niech F : Bα −→ Bβ, gdzie α, β ∈ A bȩdzie izometria̧ zespolona̧.
Po lóżmy m := L(α), n := L(β). Wtedy

(i) dla każdego s ∈ A(zm) Fs(·, zm) ≡ constant;

(ii) ∀wm∈Bαm
∃s∈A(zm) : cBβs

(Fs(0, wm), Fs(0, zm)) = cBαm
(wm, zm);

(iii) F(1,...,ǰ1,...,ǰp,...,n)
(·, zm) : B(α1,...,αm−1) −→ B(β1,...,β̌j1 ,...,β̌jp ,...,βn)

jest izometria̧ zespolona̧ dla A(zm) = {j1, . . . , jp}, k + 1 ≤ j1 < · · · < jp ≤ n.

Dowód Twierdzenia 2.1.2. Używamy indukcji ze wzglȩdu na m. Jeśli m = 1,
wtedy teza twierdzenia jest konsekwencja̧ Twierdzenia 2.1.5(c). Niech m ≥ 2.
Za lóżmy, że F : Bα −→ Bβ jest izometria̧ i L(α) = m.

Zdefiniujmy

B :=
⋃

zm∈Bαm

A(zm) = {j1, . . . , jp},

gdzie k + 1 ≤ j1 < · · · < jp ≤ n i k jest wybrane tak, że βk < αm ≤ βk+1 (jeśli
αm ≤ β1, wtedy k := 0).

Za lóżmy przez moment, że dla wszelkich (z′, zm) ∈ Bα odwzorowania

ϕ := F(j1,... ,jp)(z
′, ·) : Bαm

−→ B(βj1 ,...,βjp )
, (2.1.11)

ψ := F(1,...,ǰ1,...,ǰp,...,n)
(·, zm) : B(α1,...,αm−1) −→ B(β1,...,β̌j1 ,...,β̌jp ,...,βn)

(2.1.12)

sa̧ izometriami zespolonymi.

Rozpatrzmy trzy przypadki.
Przypadek (I): p = 1.
Ustalmy z′ = 0. Ponieważ ϕ jest izometria̧, odwzorowanie ϕ nie zależy od z′

(używamy Lematu 2.1.11 w przypadku k = l = 1), wiȩc mamy jedna̧ sk ladowa̧ o
w lasnościach jak w tezie Twierdzenia 2.1.2.

Z drugiej strony, ψ jest izometria̧ dla zm = 0 ∈ Bαm
miȩdzy B(α1,...,αm−1) i

B(β1,...,β̌j1 ,...,βn)
, wiȩc na mocy za lożenia indukcyjnego funkcja F(1,...,ǰ1,...,n)

(·, 0)

ma Λ((α1, . . . , αm−1), (β1, . . . , β̌j1 , . . . , βn)) ”dobrych” sk ladowych. Wybieraja̧c
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te ”dobre” sk ladowe i stosuja̧c do każdej z nich Lemat 2.1.11 (ustalamy wszystkie

poza jedna̧ zmienna̧ w Bα, na przyk lad równe 0) uzyskujemy, że każda sk ladowa
zależy tylko od jednej zmiennej. Reasumuja̧c mamy co najmniej

Λ((α1, . . . , αm−1), (β1, . . . , β̌j1 , . . . , βn)) + 1
”dobrych” sk ladowych, co na mocy Propozycji 2.1.3(f)(ii), jest równe co najmniej
Λ(α, β).

Przypadek (II): p = 2.
Ponieważ ϕ(j1,j2) jest izometria̧ (na przyk lad przy z′ = 0), na mocy Twierdzenia

2.1.5(c) otrzymujemy, że ϕj1 lub ϕj2 jest izometria̧. Przyjmijmy, że ϕj1 jest ta̧
dobra̧ sk ladowa̧. Ale na mocy Lematu 2.1.11 odwzorowanie Fj1 zależy tylko od jed-
nej zmiennej, wiȩc sk ladowa o wskaźniku j1 jest

”
dobra”. Ponieważ odwzorowanie

ψ jest izometria̧, wiȩc odwzorowanie F(1,...,ǰ1,...,ǰ2,...,n)
(·, 0) jest również izometria̧.

Powtarzaja̧c rozumowanie z Przypadku (I) zastosowane do F(1,...,ǰ1,...,ǰ2,...,n) za-
miast F(1,...,ǰ1,...,n) otrzymujemy

Λ((α1, . . . , αm−1), (β1, . . . , β̌j1 , . . . , β̌j2 , . . . , βn)) + 1

”dobrych” sk ladowych, która to liczba, na mocy Propozycji 2.1.3(c), nie jest

mniejsza niż Λ((α1, . . . , αm−1), (β1, . . . , β̌j1 , . . . , βn)) + 1, co na mocy Propozycji
2.1.3(f)(ii) jest równe co najmniej Λ(α, β).

Przypadek (III): p ≥ 3.
Dla zm = 0 otrzymujemy z ψ

Λ((α1, . . . , αm−1), (β1, . . . , β̌j1 , . . . , β̌jp , . . . , βn))

”
dobrych” sk ladowych, które teoretycznie moga̧ zależeć od zm. Ale Lemat 2.1.11

zastosowany do m−tej zmiennej w Bα i tych sk ladowych w Bβ , które sa̧ ”dobre”,
implikuje, że w rzeczywistości żadna ze sk ladowych nie zależy od zm. Uzyskujemy,
wiȩc nie mniej niż

Λ((α1, . . . , αm−1), (β1, . . . , β̌j1 , . . . , β̌jp , . . . , βn))

”
dobrych” sk ladowych. Ale ta liczba jest, na mocy Propozycji 2.1.3(f)(i), nie

mniejsza niż Λ(α, β), co kończy dowód i w tym przypadku. �

Zosta ly, wiȩc nam do udowodnienia tylko w lasności (2.1.11) i (2.1.12).

Dowód (2.1.11) i (2.1.12). Żeby dowieść (2.1.11) zauważmy, że przy z′ = 0 znaj-
dujemy dla z1m, z

2
m ∈ Bαm

liczbȩ js ∈ A(z1m) (korzystamy z Lematu 2.1.12(ii))
taka̧, że

cBβjs
(ϕjs(z1m), ϕjs(z2m)) = cBαm

(z1m, z
2
m),

co powoduje, że izometria̧ jest odwzorowanie F(j1,...,jp)(0, ·).
Lemat 2.1.11 implikuje, że F(j1,...,jp)(z

′, ·) jest izometria̧ dla wszelkich możli-
wych z′ ∈ B(α1,...,αm−1).

Żeby dowieść (2.1.12) wybierzmy dla j1 punkt z1m ∈ Bαm
i geodezyjna̧ rzeczy-

wista̧ L1 taka̧ , że spe lniaja̧ one (2.1.10) (przy zm := z1m, L := L1, s := j1), dziȩki
Lematowi 2.1.12(iii), odwzorowanie F(1,...,ǰ1,...,n)(·, z

1
m) jest izometria̧. Ale Lemat
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2.1.11 powoduje, że

F(1,...,ǰ1,...,n)
(·, zm) jest izometria̧ dla wszelkich zm ∈ Bαm

. (2.1.13)

Wybierzmy dla j2 punkt z2m ∈ Bαm
i geodezyjna̧ rzeczywista̧ L2 taka̧, że

spe lniaja̧ one (2.1.10) (przy zm := z2m, L := L2, s := j2), na mocy Lematu
2.1.12(iii) F(1,...,ǰ2,...,n)

(·, z2m) jest izometria̧, a na podstawie Lematu 2.1.12(i) funk-

cja Fj2(·, z2m) jest sta la, co w świetle (2.1.13) implikuje, że F(1,...,ǰ1,...,ǰ2,...,n)
(·, z2m)

jest izometria̧.
Na mocy Lematu 2.1.11

F(1,...,ǰ1,...,ǰ2,...,n)
(·, zm) jest izometria̧ dla wszelkich zm ∈ Bαm

.

Powtarzaja̧c powyższa̧ procedurȩ p-krotnie otrzymujemy (2.1.12). �

Dowód Lematu 2.1.11. Za lóżmy, bez straty ogólności, że
o
z = 0. Oznaczmy α̃ :=

(α1, . . . , αk), β̃ := (β1, . . . , βl). Przypuśćmy, że Gz nie jest izometria̧. Oznacza to,
że dla pewnych x = (x1, . . . , xk), y = (y1, . . . , yk) ∈ Bα̃

cBβ̃
(Gz(x), Gz(y)) < cBα̃

(x, y). (2.1.14)

Bez straty ogólności możemy za lożyć, że y = −x i G0(0) = 0 (sk ladaja̧c od-
wzorowanie G0 z automorfizmem postaci

Bα̃ ∋ (λ1, . . . , λk) → (W1(λ1), . . . ,Wk(λk)) ∈ Bα̃,
gdzie Wj ∈ Aut(Bαj

) i Wj(y) = −Wj(x) oraz z automorfizmem postaci
Bβ̃ ∋ (λ1, . . . , λl) −→ (W1(λ1), . . . ,Wl(λl)) ∈ Bβ̃ ,

gdzie Wj ∈ Aut(Bβj
), j = 1, . . . , l, Wj(G0j(0)) = 0).

Na mocy Lemma 1 ze [Zwo1] (zastosowanego do odwzorowań

E ∋ ξ −→ G0j

(
ξ

(
x1

max{‖xj‖, j = 1, . . . , k}
, . . . ,

xk
max{‖xj‖, j = 1, . . . , k}

))
∈ Bβj

,

j = 1, . . . , k), izometryczność G i w lasność produktowa c implikuja̧, że możemy
znaleźć p ∈ {1, . . . , l} i r ∈ {1, . . . , k} takie, że

cBβp
(G0p(v), G0p(−v)) = cBα̃

(v,−v) = cBαr
(vr,−vr)

dla dowolnego v leża̧cego na prostej rzeczywistej  la̧cza̧cej x i −x.
Po lóżmy v := tx, gdzie t > 1 jest takie, iż

c∗Bαr
(xr , vr) = c∗Bα̃

(x, v) ≥ max{‖zj‖, j = k + 1, . . . ,m}.
Otrzymujemy wówczas

cBα̃
(x, v) = cBα

((x, zk+1, . . . , zm), (v, 0, . . . , 0)) ≥

cBβp
(Fp(x, zk+1, . . . , zm), Fp(v, 0, . . . , 0)) = cBβp

(Gzp(x), G0p(v)),

wiȩc cBα̃
(x, v) ≥ cBβp

(Gzp(x), G0p(v)).

Podobnie otrzymujemy nierówność cBα̃
(−x,−v) ≥ cBβp

(Gzp(−x), G0p(−v)).
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Po zsumowaniu obu nierówności z (2.1.14) (pamiȩtajmy, że y = −x) otrzy-
mujemy

cBα̃
(−v, v) = cBαr

(−vr, vr) =

cBαr
(−vr,−xr) + cBαr

(−xr, xr) + cBαr
(xr , vr) =

cBα̃
(−v,−x) + cBα̃

(−x, x) + cBα̃
(x, v) >

cBβp
(G0p(−v), Gzp(−x)) + cBβp

(Gzp(−x), Gzp(x)) + cBβp
(Gzp(x), G0p(v)) ≥

cBβp
(G0p(−v), G0p(v)),

co daje nam sprzeczność. Druga równość w powyższym cia̧gu nierówności wynika
z faktu, że wszystkie punkty ±vr,±xr leża̧ na jednej geodezyjnej rzeczywistej
przechodza̧cej przez 0.

Gdy k = l, wtedy na mocy Twierdzeń 2.1.1 i 2.1.5(b) możemy za lożyć, że
G0(λ1, . . . , λk) = (U1(λ1), . . . , Uk(λk)), gdzie Uj dla j = 1, . . . , k jest odwzorowa-
niem unitarnym lub antyunitarnym. Odwzorowanie Gz jest również izometria̧,
wiȩc jest oczywíscie tego samego typu co i G0, lecz zamiast bycia unitarnym lub
antyunitarnym sk ladowe tego odwzorowania sa̧ izometriami (nie musza̧ one za-
chowywać 0) i uporza̧dkowanie sk ladowych nie musi być ”dobre”.

Przypuśćmy dla przyk ladu, że Gz1(λ1, . . . , λk) = W (λ2), gdzie odwzorowanie
W : Bα2 −→ Bβ1 jest izometria̧. Wtedy

cB(αk+1,...,αm)
(0, z) = cBα

((λ1, 0, . . . , 0), (λ1, 0, . . . , 0, zk+1, . . . , zm)) ≥

cBβ1
(F1(λ1, 0, . . . , 0), F1(λ1, 0, . . . , 0, zk+1, . . . , zm)) =

cBβ1
(G01(λ1, 0, . . . , 0), Gz1(λ1, 0, . . . , 0)) = cBβ1

(U1(λ1),W (0)).

Ale ostatnie wyrażenie da̧ży do nieskończoności, gdy ‖λ1‖ → 1, co daje oczywíscie
sprzeczność.

Wiemy zatem, że

Gz(λ1, . . . , λk) = (W1(λ1), . . . ,Wk(λk)),

gdzie Wj jest izometria̧.

Poniżej udowodnimy, że Wj(0) = 0 i w konsekwencjiWj bȩdzie odwzorowaniem
unitarnym lub antyunitarnym dla j = 1, . . . , k.

Przypuśćmy zatem, że Wj(0) 6= 0 dla pewnego j, powiedzmy, że j = 1. Weźmy
λ1 ∈ Bα1 , takie, że ‖λ1‖ ≥ max{‖zj‖, j = k + 1, . . . ,m}.

‖λ1‖ = c∗Bα1
(λ1, 0) = c∗Bα

((±λ1, 0, . . . , 0), (0, . . . , 0, zk+1, . . . , zm)) ≥

max{c∗Bβ1
(F1(±λ1, 0, . . . , 0), F1(0, . . . , 0, zk+1, . . . , zm))} =

max{c∗Bβ1
(G01(±λ1, 0, . . . , 0),W1(0))} > ‖U1(λ1)‖ = ‖λ1‖,

co daje nam sprzeczność (ostra nierówność zachodzi na mocy nastȩpuja̧cej prostej
obserwacji: max

{
c∗
Bs

(a, b), c∗
Bs

(a,−b)
}
> ‖b‖, a, b ∈ Bs, a 6= 0).
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Przypuśćmy, że dla pewnych j i 0 6= λj ∈ Bαj
Wj(λj) 6= Uj(λj). Przyjmijmy,

że j = 1.

cB(α1,...,αm)
(0, z) = cBα

((tλ1, 0, . . . , 0), (tλ1, 0, . . . , 0, zk+1, . . . , zm)) ≥

cBβ1
(F1(tλ1, 0, . . . , 0), F1(tλ1, 0, . . . , 0, zk+1, . . . , zm)) =

cBβ1
(tU1(λ1), tW1(λ1)).

Ale ostatnie wyrażenie da̧ży do nieskończoności, gdy t → 1
‖λ1‖

; daje nam to

sprzeczność. Kończy to dowód lematu. �

Dowód Lematu 2.1.12. Bez straty ogólności przyjmijmy, że zm = 0 i F (0) = 0.
Poniżej udowodnimy, że biora̧c s z A(zm) dostaniemy nastȩpuja̧ca̧ zależność:

Fs(·, 0) = 0,

co zakończy dowód (i).
Przypuśćmy, że tak nie jest, wówczas mamy Fs(z

′, 0) 6= 0 dla pewnego punktu
z′ = (z′1, . . . , z

′
m−1) ∈ B(α1,...,αm−1). Weźmy wm ∈ L takie, że spe lniona jest

nierówność ‖wm‖ ≥ max{‖z′j‖, j = 1, . . . ,m − 1}, wtedy zachodza̧ nastȩpuja̧ce
nierówności

‖wm‖ = c∗Bα
((z′, 0), (0,±wm)) ≥ max

{
c∗Bβs

(Fs(z
′, 0), Fs(0,±wm))

}
=

max
{
c∗Bβs

(Fs(z′, 0),±Fs(0, wm))
}
> ‖ ± Fs(0, wm)‖ = ‖wm‖,

co daje nam oczywista̧ sprzeczność.

Wprost z definicji A(zm) wnioskujemy (ii).
Warunek (i) implikuje, że odwzorowanie

F(1,...,š,...,n)(·, zm) : B(α1,...,αm−1) −→ B(β1,...,β̌s,...,βn)

jest izometria̧ dla każdego s ∈ A(zm). Co wiȩcej widać, że nawet ogólnie, po prawej
stronie możemy usuna̧ć dowolna̧ ilość sk ladowych o wspó lczynnikach z A(zm) i
dalej nasza funkcja pozostanie izometria̧ zespolona̧. Zatem otrzymujemy (iii). �

2.2. PRZYPADEK OGÓLNY

W tej czȩści pracy jak już to zapowiadalísmy bȩdziemy kontynuować badanie
struktury izometrii zespolonych miȩdzy iloczynami kartezjańskimi obszarów nie
ograniczaja̧c siȩ jednak do kul euklidesowych, lecz rozważaja̧c obszary dużo bar-
dziej ogólne. Co wiȩcej obszary przez nas rozważane nie bȩda̧ musia ly być wypuk le;
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tak wiȩc nie bȩdziemy mieli tak komfortowej sytuacji jak w § 2.1, gdzie wszystkie
rodziny holomorficznie niezmiennicze by ly równe. Dlatego też za każdym razem
bȩdziemy musieli zaznaczać wzglȩdem jekiej rodziny holomorficznie niezmienniczej
dane odwzorowanie jest izometria̧. Podkreślmy, że wyniki, które tutaj uzyskamy,
bȩdziemy mogli zastosować do odwzorowań biholomorficznych, które sa̧ zawsze
d-izometriami (24).

Przedstawmy jako pewien model twierdzeń, które bȩdziemy chcieli uzyskać dla
izometrii zespolonych dwa twierdzenia dotycza̧ce w laśnie odwzorowań biholomor-
ficznych iloczynów kartezjańskich obszarów.

Twierdzenie 2.2.1 (zob. [Nara] Proposition 1, Chapter 5). Niech Dj i Gj bȩda̧
ograniczonymi obszarami w Cαj dla j = 1, . . . ,m. Za lóżmy, że ∂Gj nie zawiera
żadnego dodatnio wymiarowego zbioru analitycznego w zbiorze otwartym w Cαj dla
j = 1, . . . ,m. Niech F : D1 × · · · ×Dm −→ G1 × · · · ×Gm bȩdzie odwzorowaniem
biholomorficznym. Wtedy z dok ladnościa̧ do permutacji obszarów (G1, . . . , Gm)

F (z1, . . . , zm) = (ϕ1(z1), . . . ϕm(zm)),
gdzie ϕj jest odwzorowaniem biholomorficznym.

Drugie twierdzenie nie wymaga za lożenia równości ilości czynników wystȩpuja̧-
cych tak w dziedzinie jak i obrazie. Jednakże musimy wtedy zmienić za lożenia
na lożone na obszary.

Twierdzenie 2.2.2 (zob. [Cyg]). Niech Dj ⊂ C
αj dla j = 1, . . . ,m oraz Gk ⊂

Cβk dla k = 1, . . . , n bȩda̧ ograniczonymi obszarami o brzegu klasy C2. Za lóżmy,
że α1 + · · · + αm = β1 + · · · + βn. Niech F : D1 × · · · × Dm −→ G1 × · · · × Gn

bȩdzie odwzorowaniem biholomorficznym. Wtedy m = n i F jest, z dok ladnościa̧
do permutacji obszarów (G1, . . . , Gm), nastȩpuja̧cej postaci

F (z1, . . . , zm) = (ϕ1(z1), . . . , ϕm(zm)),
gdzie ϕj jest odwzorowaniem biholomorficznym dla j = 1, . . . ,m.

Poniżej przedstawmy pewien techniczny warunek, który bȩdzie potrzebny nam
do opisania za lożeń, które nak ladamy na obszary wystȩpuja̧ce w g lównym twier-
dzeniu tego podrozdzia lu.

Mówimy mianowicie, że para (D, dD), gdzie D ∈ D, spe lnia warunek (∗), jeśli
(a) dD jest odleg lościa̧ (25),
(b) dla dowolnego z ∈ D istnieje cia̧g (xν , yν)∞ν=1 ⊂ D ×D taki, że

dD(xν , z) = dD(yν , z) = (1/2)dD(xν , yν) −→
ν→+∞

+∞,

dD(xν , yν) = dD(xν , xν−1) + dD(xν−1, yν−1) + dD(yν−1, yν), ν ∈ N,

(c) dla dowolnego cia̧gu (xν , yν)∞ν=1 ⊂ D × D maja̧cego powyższe w lasności
istnieje ν0 takie, że dla każdego ν ≥ ν0 odcinek [xν , yν ]dD

ma dok ladnie jeden
środek.

(24) Przez d bȩdziemy w § 2.2 zawsze rozumieć pewna̧ holomorficznie niezmiennicza̧ rodzinȩ
pseudoodleg lości (dD)D∈D.

(25) Warunek ten zachodzi na przyk lad, gdy D jest obszarem ograniczonym.
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Zauważmy, że warunek (b) z definicji (∗) powoduje, iż

dD(xν , yν) = dD(xν , xµ) + dD(xµ, yµ) + dD(yµ, yν),

dla µ ≤ ν.
Warunek (∗) jest dość skomplikowany jednak udowodnimy, po wykazaniu g lów-

nego twierdzenia tego podrozdzia lu (Twierdzenie 2.2.5), że spe lniony jest on przez
dosyć szeroka̧ klasȩ obszarów, mianowicie (26):

Propozycja 2.2.3. Jeśli D jest ścísle wypuk lym obszarem ograniczonym, wtedy
para (D, kD) (27) spe lnia (∗).

Propozycja 2.2.4. Para (E∗, kE∗
) ma w lasność (∗).

Poniżej przedstawiamy g lówne twierdzenie § 2.2.

Twierdzenie 2.2.5.Niech d = (dD)D∈D bȩdzie holomorficznie niezmiennicza̧ ro-
dzina̧ pseudoodleg lości. Za lóżmy, że d ma w lasność produktowa̧ oraz, że każda z par
(Dj , dDj

), j = 1, . . . ,m, (Gk, dGk
), k = 1, . . . , n, ma w lasność (∗). Przypuśćmy,

że α1 + · · ·+αm = β1 + · · ·+βn. Niech F : D1×· · ·×Dm −→ G1×· · ·×Gn bȩdzie
bijektywna̧ i cia̧g la̧ d-izometria̧. Wtedy m = n oraz (po ewentualnej permutacji)

Ft(z) = ϕt(zt), z = (z1, . . . , zm),
gdzie ϕt ∈ Isomd(Dt, Gt), t = 1, . . . ,m.

Ograniczaja̧c siȩ w Twierdzeniu 2.2.5 tylko do odwzorowań biholomorficznych
otrzymujemy:

Wniosek 2.2.6. Za lóżmy, że dla pewnej holomorficznie niezmienniczej rodziny
pseudoodleg lości d = (dD)D∈D, posiadaja̧cej w lasność produktowa̧, pary (Dj , d)
dla j = 1, . . . ,m oraz (Gk, d) dla k = 1, . . . , n spe lniaja̧ w lasność (∗). Niech
α1 + · · · + αm = β1 + · · · + βn. Niech F : D1 × · · · × Dm −→ G1 × · · · × Gn

bȩdzie odwzorowaniem biholomorficznym. Wtedy m = n i F jest, z dok ladnościa̧
do permutacji obszarów Gj, postaci

F (z1, . . . , zm) = (ϕ1(z1), . . . , ϕm(zm)),
gdzie ϕj jest odwzorowaniem biholomorficznym dla j = 1, . . . ,m.

Przed przej́sciem do dowodu Twierdzenia 2.2.5 podajmy nastȩpuja̧ca̧ trywialna̧
uwagȩ.

Uwaga 2.2.7. Niech x, y, z ∈ D. Wtedy

max{dD(x, z), dD(y, z)} ≥
1

2
dD(x, y)

i równość zachodzi tylko wtedy, gdy z jest środkiem odcinka [x, y]dD
.

W dowodzie Twierdzenia 2.2.5 bȩdziemy potrzebować dwu, poniżej podanych
lematów, które wykażemy jednak dopiero po zakończeniu dowodu g lównego twier-
dzenia.

(26) Obszar D ⊂ Rk nazywamy ścísle wypuk lym, gdy dla dowolnych punktów x, y ∈ D̄,
mamy tx + (1 − t)y ∈ D o ile t ∈ (0, 1).

(27) Pamiȩtamy, że w tym wypadku kD jest równe dowolnej innej odleg lości holomorficznie
niezmienniczej.
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Lemat 2.2.8. Ustalmy punkt z ∈ D. Za lóżmy, że {(xν , yν)}∞ν=1 spe lnia warunek
(b) z w lasności (∗) z wyróżnionym punktem z. Niech f : D −→ G bȩdzie d-
kontrakcja̧ zespolona̧ taka̧, że

dG(f(xν), f(yν)) = dD(xν , yν) dla pewnego ν ∈ N. (2.2.1)

Wtedy dla wszelkich µ ≤ ν

2dG(f(xµ), f(z)) = 2dG(f(yµ), f(z)) = dG(f(xµ), f(yµ)) = dD(xµ, yµ), (2.2.2)

w szczególności f(z) jest środkiem odcinka [f(xµ), f(yµ)]dG
.

Lemat 2.2.9. Niech d = (dD)D∈D bȩdzie holomorficznie niezmiennicza̧ rodzina̧
pseudoodleg lości. Za lóżmy, że d ma w lasność produktowa̧ oraz, że każda z par
(Dj , dDj

), j = 1, . . . ,m, (Gk, dGk
), k = 1, . . . , n, posiada w lasność (∗). Niech

F : D1×· · ·×Dm −→ G1×· · ·×Gn bȩdzie d-izometria̧. Ustalmy a = (a1, . . . , am)
oraz oznaczmy a′ = (a2, . . . , am). Niech {(xν , yν)}∞ν=1 ⊂ D1 ×D1 bȩdzie zbiorem
spe lniaja̧cym warunek (b) z w lasności (∗) z wyróżnionym punktem a1. Wtedy
istnieje j ∈ {1, . . . , n} takie, że

2dGj
(Fj(xν , a

′), Fj(a)) = 2dGj
(Fj(yν , a

′), Fj(a)) = dGj
(Fj(xν , a

′), Fj(yν , a
′)) =

dD1×···×Dm
((xν , a

′), (yν , a
′)) = dD1(xν , yν) dla dowolnego ν ∈ N, (2.2.3)

Fj(a1, z
′) = Fj(a) dla dowolnego z′ = (z2, . . . , zm) ∈ D2 × · · · ×Dm. (2.2.4)

Jeśli dodatkowo α1 ≤ · · · ≤ αm, β1 ≤ · · · ≤ βn, α1 + · · · + αm = β1 + · · · + βn i F
jest cia̧g la̧ bijekcja̧, to wtedy βj = α1 = β1.

Dowód Twierdzenia 2.2.5. Bez straty ogólności możemy przyja̧ć, że α1 ≤ . . . ≤ αm

i β1 ≤ . . . ≤ βn. Weźmy punkt a = (a1, . . . , am) ∈ D1 × · · · × Dm. Oznaczmy
F (a) = b = (b1, . . . , bn) i a′ = (a2, . . . , am) ∈ D2 × · · · × Dm. Wybierzmy zbiór
{(xν , yν)}∞ν=1 ⊂ D1 ×D1 spe lniaja̧cy warunek (b) z w lasności (∗) z wyróżnionym
punktem a1.

Udowodnimy indukcyjnie, że dla dowolnego k ∈ {1, . . . ,m} istnieje liczba t(k) ∈
{1, . . . , n} taka, że αk = βt(k) oraz

Ft(k)(z1, . . . , zk−1, ak, zk+1, . . . , zm) = Ft(k)(a)

dla wszelkich (z1, . . . , žk, . . . , zm) ∈ (D1, . . . , Ďk, . . . , Dm); (2.2.5)

jeśli k1 6= k2, to t(k1) 6= t(k2). (2.2.6)

Na mocy Lematu 2.2.9 istnieje t(1) takie, że Ft(1)(a1, z
′) = Ft(1)(a) dla dowol-

nego z′ ∈ D2 × · · · × Dm i α1 = βt(1). Za lóżmy, że dla j = 1, . . . , k − 1 istnieja̧
liczby t(j) takie, że αj = βt(j) oraz

Ft(j)(z1, . . . , zj−1, aj , zj+1, . . . , zm) = Ft(j)(a),

i jeśli j1 6= j2, wtedy t(j1) 6= t(j2) dla każdego j1, j2 < k,. (2.2.7)
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Bez straty ogólności możemy przyja̧ć, że t(j) = j dla j = 1, . . . , k−1. Zdefiniujmy

Ha1,...,ak−1
:= F(k,...,n)(a1, . . . , ak−1, ·) : Dk × · · · ×Dm −→ Gk × · · · ×Gn.

Ha1,...,ak−1
jest, na mocy (2.2.7) i w lasności produktowej, d-izometria̧ zespolona̧.

Stosuja̧c Lemat 2.2.9 do Ha1,...,ak−1
oraz zbioru {(xν , yν)}∞ν=1 ⊂ Dk×Dk spe lniaja̧-

cego warunek (b) z w lasności (∗) dla wyróżnionego punktu ak otrzymujemy ist-
nienie t(k) > k − 1 takiego, że βt(k) = αk i

dDk
(yν , ak) = dDk

(xν , ak) =

dGt(k)
(Ft(k)(a1, . . . , ak−1, xν , ak+1, . . . , am), Ft(k)(a1, . . . , ak, ak+1, . . . , an)) =

dGt(k)
(Ft(k)(a1, . . . , ak−1, yν , ak+1, . . . , am), Ft(k)(a1, . . . , ak, ak+1, . . . , am)

(2.2.8)

oraz Ft(k)(a1, . . . , ak, zk+1, . . . , zm) = Ft(k)(a) dla dowolnie wybranego punktu
(zk+1, . . . , zm) ∈ Dk+1 × · · · ×Dm.

Poniżej udowodnimy, że dla dowolnego punktu (z1, . . . zk−1, zk+1, . . . , zm) ze
zbioru D1 × · · · ×Dk−1 ×Dk+1 × · · · ×Dm zachodzi

Ft(k)(z1, . . . zk−1, ak, zk+1, . . . , zm) = Ft(k)(a) (2.2.9)

Przypuśćmy, że tak nie jest, wówczas możemy znaleźć punkt (z1, . . . , žk, . . . , zm)
z D1×· · ·× Ďk ×· · ·×Dm taki, że Ft(k)(z1, . . . , zk−1, ak, zk+1, . . . , zm) 6= Ft(k)(a).
Stosuja̧c Lemat 2.2.8 do odwzorowania Ft(k)(a1, . . . , ak−1, ·, zk+1, . . . , zm), punktu
ak oraz zbioru (xν , yν)∞ν=1 ⊂ Dk ×Dk spe lniaja̧cego warunek (b) z w lasności (∗)
z wyróżnionym punktem ak otrzymujemy na mocy (2.2.7) ( bierzemy ν tak duże
by dDk

(xν , ak) = dDk
(yν , ak) ≥ dD1×···×Dk−1

((a1, . . . , ak−1), (z1, . . . , zk−1)) i by
istnia l dok ladnie jeden środek odcinka
[Ft(k)(a1, . . . , ak−1, xν , zk+1, . . . , zm), Ft(k)(a1, . . . , ak−1, yν , zk+1, . . . , zm)]dGt(k)

)

nastȩpuja̧cy cia̧g nierówności:

dDk
(xν , ak) = dDk

(yν , ak) =

max{dGt(k)
(Ft(k)(a1, . . . , ak−1, xν , zk+1, . . . , zm), Ft(k)(a1, . . . , ak, zk+1, . . . , zm)),

dGt(k)
(Ft(k)(a1, . . . , ak−1, yν , zk+1, . . . , zm), Ft(k)(a1, . . . , ak, zk+1, . . . , zm)} < max

{dGt(k)
(Ft(k)(a1, . . . , ak−1, xν , zk+1, . . . , zm), Ft(k)(z1, . . . , zk−1, ak, zk+1, . . . , zm)),

dGt(k)
(Ft(k)(a1, . . . , ak−1, yν , zk+1, . . . , zm), Ft(k)(z1, . . . , zk−1, ak, zk+1, . . . , zm))}

≤ max{dDk
((a1, . . . , ak−1, xν , zk+1, . . . , zm), (z1, . . . , zk−1, ak, zk+1, . . . , zm),

dDk
((a1, . . . , ak−1, yν , zk+1, . . . , zm), (z1, . . . , zk−1, ak, zk+1, . . . , zm))} =

dDk
(xν , ak),

który daje nam oczywista̧ sprzeczność. Kończy to dowód (2.2.5) i (2.2.6).
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Z warunku α1+. . .+αm = β1+. . .+βn i w lasności (2.2.6) wynika, że m = n. W
konsekwencji otrzymujemy istnienie pewnej permutacji σ zbioru {1, . . . ,m} takiej,
że αj = βσ(j) dla dowolnego j = 1, . . . ,m.

Zdefiniujmy dla dowolnego punktu ã = (ã1, . . . , ãm) ∈ D1 × · · · × Dm oraz
j ∈ {1, . . . ,m}:

Z(ã, j) := {k ∈ {1, . . . ,m} : Fk(·, ãj , ·) = Fk(ã)}.

Na mocy (2.2.5) i (2.2.6) (zastosowanych oczywíscie do punktu ã) otrzymujemy,
że dla wszelkich ã = (ã1, . . . , ãm) ∈ D1 × . . . Dm

Z(ã, j) 6= ∅ i

m⋃

j=1

Z(ã, j) = {1, . . . ,m}.

Jako konsekwencjȩ (2.2.5) otrzymujemy, że dla dowolnego j ∈ {1, . . . ,m} ist-
nieje k ∈ Z(ã, j) takie, że αj = βk.

Poniżej wykażemy, że dla wszelkich ã ∈ D1 × . . .×Dm

#Z(ã, j) = 1 dla dowolnego j ∈ {1, . . . ,m} .

Przypuśćmy, że tak nie jest, zatem dla pewnych ã ∈ D1 × . . . × Dm oraz
j ∈ {1, . . . ,m} mamy Z(ã, j) = {k1, . . . , kp}, gdzie p > 1. Na mocy w lasności
produktowej i definicji Z(ã, j), odwzorowanie

F(1,...,ǩ1,...,ǩp,...,m)(·, ãj , ·) : D1 × · · · × Ďj × · · · ×Dm −→

G1 × · · · × Ǧk1 × · · · × Ǧkp
× · · · ×Gm,

jest d-izometria̧. Ale nierówność
α1 + · · · + α̌j + · · · + αm > β1 + · · · + β̌k1 + · · · + β̌kp

+ · · · + βm
stoi w sprzeczności z faktem, że odwzorowanie F(1,...,ǩ1,...,ǩp,...,m)(·, ãj , ·) jest cia̧g la̧

iniekcja̧.
Poniżej dowiedziemy, że dla dowolnych a, ã ∈ D1 × · · · ×Dm i j ∈ {1, . . . ,m}

Z(a, j) = Z(ã, j). (2.2.10)

Żeby wykazać (2.2.10) zauważmy, że Z(a, j) = Z((ã1, a2, . . . , am), j) dla j =
2, . . . ,m. Powoduje to, na mocy uwag, które poczynilísmy powyżej, że Z(a, 1) =
Z((ã1, a2, . . . , am), 1). Analogicznie można dowieść, że Z((ã1, a2, . . . , am), j) =
Z((ã1, ã2, a3, . . . , am), j) dla j = 1, . . . ,m. Postȩpuja̧c indukcyjnie w ten sam
sposób otrzymujemy (2.2.10).

Na mocy definicji Z(a, j) i w lasności (2.2.10) otrzymujemy, po ewentualnej per-
mutacji, że F (z1, . . . , zm) = (F1(z1), . . . , Fm(zm)). Z d-izometryczności F otrzy-
mujemy d-izometryczność Fj dla j = 1, . . . ,m. Kończy to dowód twierdzenia. �
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Uwaga 2.2.10. W rzeczywistości nie musimy zak ladać w dowodzie Twierdzenia
2.2.5 w lasności produktowej d w ogólności, lecz potrzebujemy za lożyć tylko tȩ
w lasność dla obszarów D1, . . . , Dm i G1, . . . , Gn.

Dowód Lematu 2.2.8. Na mocy (2.2.1), w lasności zbioru (xν , yν)∞ν=1 i d−kontrak-
tywności f mamy

dG(f(xν), f(yν)) = dD(xν , yν) =

dD(xν , xµ) + dD(xµ, z) + dD(z, yµ) + dD(yµ, yν) ≥

dG(f(xν), f(xµ)) + dG(f(xµ), f(z)) + dG(f(z), f(yµ)) + dG(f(yµ), f(yν)) ≥

dG(f(xν), f(yν)),

co daje (2.2.2) i kończy dowód Lematu 2.2.8. �

Dowód Lematu 2.2.9. Oznaczmy F (a) = b = (b1, . . . , bn). Na mocy w lasności
produktowej d, Lematu 2.2.8 i d-izometryczności F dla dowolnego ν ∈ N istnieje
j ∈ {1, . . . , n} takie, że

2dGj
(Fj(xν , a

′), Fj(a)) = 2dGj
(Fj(yν , a

′), Fj(a)) =

dGj
(Fj(xν , a

′), Fj(yν , a
′)) = dD1×···×Dm

((xν , a
′), (yν , a

′)) = dD1(xν , yν).

Z Lematu 2.2.8 i skończoności n wynika istnienie j ∈ {1, . . . , n} takiego, że za-
chodzi (2.2.3).

Dla dowodu (2.2.4) przypuśćmy, że dla pewnego z′ ∈ D2 × · · · ×Dm zachodzi
Fj(a1, z

′) 6= bj = Fj(a). Dziȩki warunkowi (b) z w lasności (∗) możemy wybrać
ν ∈ N takie, że

dD1(xν , a1) = dD1(yν , a1) ≥ dD2×···×Dm
(a′, z′).

Wykorzystuja̧c warunek (c) z w lasności (∗) (do zbioru Gj) możemy za lożyć, że od-
cinek [Fj(xν , a

′), Fj(yν , a
′)]dGj

ma dok ladnie jeden środek. Na mocy w lasności pro-

duktowej d, d-kontraktywności Fj , (2.2.3) i Uwagi 2.2.7 otrzymujemy nastȩpuja̧cy
cia̧g nierówności

dD1(xν , a1) = dD1(yν , a1) =

max{dD1×···×Dm
((xν , a

′), a), dD1×···×Dm
((yν , a

′), a)} =

max{dGj
(Fj(xν , a

′), Fj(a)), dGj
(Fj(yν , a

′), Fj(a))} <

max{dGj
(Fj(xν , a

′), Fj(a1, z
′)), dGj

(Fj(yν , a
′), Fj(a1, z

′))} ≤

max{dD1×···×Dm
((xν , a

′), (a1, z
′)), dD1×···×Dm

((yν , a
′), (a1, z

′))} =

dD1(xν , a1),

który daje nam sprzeczność.
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Żeby dowieść drugiej czȩści lematu wykażemy, że α1 ≥ βj . Przypuśćmy, że
ta nierówność nie zachodzi, wiȩc mamy βj > α1, ale dziȩki (2.2.4) i w lasności
produktowej d odwzorowanie

F(1,...,ǰ,...,n)(a1, ·) : D2 × · · · ×Dm −→ G1 × · · · × Ǧj × · · · ×Gn (2.2.11)

jest d-izometria̧.
Implikuje to ze wzglȩdu na warunek (a) z (∗), że to odwzorowanie jest iniekcja̧,

ale

dim(D2 × · · · ×Dm) = α2 + · · · + αm >

β1 + · · · + β̌j + · · · + βn = dim(G1 × · · · × Ǧj × · · · ×Gn)

co stoi w sprzeczności z iniektywnościa̧ i cia̧g lościa̧ F(1,... ,ǰ,... ,n).
Dowodzi to, w szczególności nierówności α1 ≥ β1. Ale ca le rozumowanie,

które prowadzilísmy powyżej możemy zastosować do odwzorowania F−1 co da
nam nierówność α1 ≤ β1. Zatem α1 = β1.

Używaja̧c w lasności (2.2.11) i porównuja̧c powtórnie wymiary dziedziny i obra-
zu uzyskujemy wymagana̧ równość α1 = βj . Kończy to dowód Lematu 2.2.9. �

Dowód Propozycji 2.2.3. Dla dowolnego punktu z ∈ D weźmy geodezyjna̧ ze-
spolona̧ ϕ (28) przechodza̧ca̧ przez z, taka̧, że ϕ(0) = z (29). Wówczas zbiór{(
ϕ( ν

ν+1 ), ϕ(− ν
ν+1 )

)}∞

ν=1
spe lnia warunek (b) z (∗) z wyróżnionym punktem z.

Poniżej dowiedziemy, że każdy odcinek wzglȩdem k w D ma dok ladnie jeden
środek. Przypuśćmy, że istnieja̧ punkty x, y ∈ D takie, że odcinek [x, y]kD

posiada
wiȩcej niż jeden środek. Weźmy geodezyjna̧ zespolona̧ ϕ przechodza̧ca̧ przez x
i y taka̧, że ϕ(s) = x, ϕ(−s) = y dla pewnego s > 0 i po lóżmy z1 := ϕ(0).
Za lożylísmy istnienie punktu z2 ∈ D, z1 6= z2 takiego, że kD(x, z2) = p(0, s) =
kD(y, z2) = 1

2kD(x, y). Wybierzmy geodezyjne zespolone ϕ1, ϕ2 : E −→ D takie,
że ϕ1(0) = z2, ϕ1(s) = x, ϕ2(0) = z2, ϕ2(−s) = y. Zdefiniujmy

gtj := tϕ+ (1 − t)ϕj dla t ∈ [0, 1], j = 1, 2.

Dziȩki wypuk lości D mamy gtj : E −→ D.

Po lóżmy wt := tz1+(1−t)z2 ∈ D dla t ∈ [0, 1]. Ponieważ gtj(0) = wt, g
t
1(s) = x

i gt2(−s) = y, wiȩc zachodza̧ nastȩpuja̧ce nierówności

(28) Przypomnijmy, że w obszarach wypuk lych mamy poprawnie zdefiniowane pojȩcie geo-
dezyjnej zespolonej.

(29) W uzupe lnieniu do Twierdzenia Lemperta dodajmy, że w [Lem1] i w [Lem2] zosta lo
również udowodnione, że w ograniczonych obszarach wypuk lych dla dowolnej pary punktów
istnieje geodezyjna zespolona przechodza̧ca przez te punkty. Co wiȩcej,  latwo widać (stosuja̧c
Lemat Schwarza), że gdy dla pewnego ϕ ∈ O(E,D), gdzie D jest obszarem wypuk lym, mamy

kD(ϕ(λ1), ϕ(λ2)) = p(λ1, λ2), dla pewnych λ1 6= λ2, λ1, λ2 ∈ E,

to ϕ jest geodezyjna̧ zespolona̧.
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kD(wt, x) ≤ p(0, s) = kD(z1, x) i kD(wt, y) ≤ p(0,−s) = kD(z1, y).
Gdyby gt1 lub gt2 nie by ly geodezyjnymi zespolonymi otrzymalibyśmy nastȩpuja̧ca̧
zależność

kD(x, y) ≤ kD(wt, x) + kD(wt, y) < kD(z1, x) + kD(z1, y) = kD(x, y),

która daje oczywista̧ sprzeczność. Wiemy zatem, że gtj jest geodezyjna̧ zespolona̧.

W szczególności oznacza to, że (gtj)
∗(∂E) ⊂ ∂D prawie wszȩdzie (30). Ścis la

wypuk lość D implikuje, że ϕ∗ = ϕ∗
j na ∂E p.w. dla j = 1, 2. Zatem ϕ = ϕ1 = ϕ2

na E (zob. np. [Dur], § 2.1). Zatem z2 = ϕ1(0) = ϕ(0) = z1, kończy to dowód
Propozycji. �

Dla zakończenia rozważań w tym podrozdziale potrzebujemy jeszcze dowodu
Propozycji 2.2.4, zanim to uczynimy wprowadźmy jeszcze dodatkowe definicje po-
mocnicze.

Definicja 2.2.11. Dowolne odwzorowanie holomorficzne ϕ : E −→ D takie, że
ϕ(ζ0) = x, ϕ(ζ1) = y, i dD(x, y) = p(ζ0, ζ1) nazywamy d-geodezyjna̧ zespolona̧ dla
(x, y). Jeśli ϕ jest d-geodezyjna̧ dla dowolnej pary (x, y) ∈ ϕ(E) × ϕ(E), wtedy ϕ
nazywamy lokalna̧ d-geodezyjna̧.

Uwaga 2.2.12. Dla odwzorowania holomorficznego ϕ : E −→ D zachodzi nastȩ-
puja̧cy cia̧g implikacji:
ϕ jest d-geodezyjna̧ zespolona̧ → ϕ jest lokalna̧ d-geodezyjna̧ zespolona̧ → ϕ jest
d-geodezyjna̧ zespolona̧ dla pewnej pary punktów.

Zanim przejdziemy do przypadku pary (E∗, kE∗
) (czyli Propozycji 2.2.4) wy-

piszmy bez dowodu parȩ prostych i znanych faktów dotycza̧cych w lasności ob-
szarów w C, nakryć holomorficznych, pseudoodleg lości Kobayashiego i zwia̧zków
miȩdzy nimi.

Lemat 2.2.13 (zob. [Jar-Pfl], § 3.2,§ 3.3; [Kob], § 4.1). Niech D bȩdzie k-hi-
perbolicznym obszarem w C (31) (32). Wówczas
(i) D jest obszarem typu taut (33) (i w konsekwencji dla dowolnych x, y ∈ D
istnieje k-geodezyjna ϕ dla (x, y));

(30) Dla funkcji f ∈ H∞–ograniczonych funkcji holomorficznych zdefiniowanych na E–przez
f∗ oznaczamy jej wartość radialna̧, f∗(λ) := limr→1 f(rλ), która istnieje dla prawie wszystkich
λ ∈ ∂E. Co wiȩcej, powyższa granica istnieje prawie wszȩdzie na ∂E dla bardziej ogólnej

klasy funkcji, a mianowicie dla przestrzeni Hardy’ego (Hp). Mówimy, że funkcja holomorficzna

f : E −→ C należy do Hp, gdzie p ∈ (0,∞), gdy sup0<r<1

{

∫

2π

0
|f(reiθ)|pdθ

}

< ∞ (zob. np.

[Gar], Chapter II; [Dur], Chapter II).
(31) Obszar D ⊂ Cn nazywamy d-hiperbolicznym, gdy dD(w, z) > 0 dla wszelkich w, z ∈ D,

w 6= z.

(32) Dla obszaru D ⊂ C zachodzi równość kD = k̃D (zob. [Jar-Pfl], § 3.3).
(33) Obszar D ⊂ Cn jest obszarem typu taut, gdy każdy cia̧g {fν}∞ν ⊂ O(E,D), albo

posiada podcia̧g {fjν }
∞
ν niemal jednostajnie zbieżny do funkcji f ∈ O(E,D), albo posiada

podcia̧g {fjν }
∞
ν rozbieżny jednostajnie na zbiorach zwartych (tzn. taki, że dla dowolnych zbiorów

zwartych K ⊂ E, L ⊂ D istnieje ν0 takie, że fjν (K) ∩ L = ∅, gdy ν ≥ ν0).
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(ii) jeśli ϕ : E −→ D jest k-geodezyjna̧ zespolona̧ dla pewnej pary punktów, wtedy
ϕ jest nakryciem holomorficznym (34);
(iii) jeśli ϕ : E −→ D jest nakryciem holomorficznym, wtedy ϕ jest lokalna̧ k-
geodezyjna̧;
(iv) kD(x, y) = min{p(u, v), gdzie ϕ(v) = y}, gdzie ϕ : E −→ D jest nakryciem
holomorficznym i ϕ(u) = x;
(v) jeśli ϕ : E −→ D jest k-geodezyjna̧ zespolona̧ dla pewnej pary punktów, to
wtedy dla dowolnych x, y ∈ D i u ∈ ϕ−1(x) istnieje v ∈ ϕ−1(y) takie, że kD(x, y) =
p(u, v).

Lemat 2.2.14. Niech D bȩdzie k-hiperbolicznym obszarem w C. Niech ϕ : E −→
D bȩdzie k-geodezyjna̧ dla pewnych (x, y). Jeśli z jest środkiem odcinka [x, y]kD

,
wtedy istnieja̧ punkty u, v, w ∈ E takie, że ϕ(u) = x, ϕ(v) = z, ϕ(w) = y i
p(u,w) = 2p(u, v) = 2p(v, w).

Dowód Lematu 2.2.14. Na mocy Lematu 2.2.13 możemy wzia̧ć u, v, w ∈ E takie,
że ϕ(u) = x, ϕ(v) = z, ϕ(w) = y i p(u, v) = kD(x, z), p(v, w) = kD(z, y).
Nastȩpuja̧cy cia̧g nierówności zakończy dowód Lematu 2.2.14

p(u,w) ≤ p(u, v) + p(v, w) = kD(x, z) + kD(z, y) = kD(x, y) ≤ p(u,w).

�

Dowód Propozycji 2.2.4. Niech ϕ : {Rez > 0} =: H ∋ z −→ exp(−z) ∈ E∗.
Na mocy Lematu 2.2.13 i faktu, że wszystkie odcinki wzglȩdem kH maja̧ środki,
możemy wybrać u, v, w ∈ H takie, że p(u,w) = 2p(u, v) = 2p(v, w) równe jest
kE∗

(x0, y0) i ϕ(u) = x0, ϕ(w) = y0. Zatem  latwo widać, że ϕ(v) jest środkiem
odcinka [x0, y0]kE∗

. Ustalmy punkt u0 ∈ H taki, że ϕ(u0) = x0. Lemat 2.2.14
implikuje, że odcinek [x0, y0]kE∗

ma wiȩcej niż jeden środek wtedy i tylko wtedy,
gdy możemy znaleźć dwa punkty w1 6= w2 ∈ H takie, że ϕ(w1) = ϕ(w2) = y0 i
kH(w1, u0) = kH(w2, u0) równe jest

kE∗
(x0, y0) = min{kH(u0, w) : ϕ(w) = y0}. (2.2.12)

Przypomnijmy wzór na kH (zob. np. [Jar-Pfl], Chapter II, Exercise 2.2)

k∗H(w, z) =

∣∣∣∣
w − z

w + z

∣∣∣∣ dla dowolnych w, z ∈ H.

 Latwo można sprawdzić, że punktem w ∈ H przyjmuja̧cym minimum w (2.2.12)
jest punkt, którego odleg lość euklidesowa od u0 jest najmniejsza. Możliwe punkty
maja̧ce te same obrazy po z lożeniu z ϕ różnia̧ siȩ od siebie o 2πi.  Latwo można

(34) Odwzorowanie f ∈ O(D,G), gdzie D,G ∈ D nazywamy nakryciem holomorficznym,
gdy f jest suriekcja̧ taka̧, że dla dowolnego z ∈ G istnieje otoczenie U punktu z takie, że
f−1(U) =

⋃

j∈J Uj , gdzie f |Uj
jest odwzorowaniem biholomorficznym na U .
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zobaczyć, że istnieja̧ co najwyżej dwa punkty przyjmuja̧ce minimum i maja̧ce ten
sam obraz po przej́sciu przez ϕ. Dowodzi to tego, że w E∗ dla każdego odcinka
wzglȩdem kE∗

istnieje co najmniej jeden, a co najwyżej dwa środki.

Żeby dowieść, że para (E∗, kE∗
) ma w lasność (∗) zauważmy, że zbiór

{(exp(−uν), exp(−wν))}∞ν=1 ⊂ E∗ × E∗,

gdzie punkty uν , wν , v leża̧ na jednej prostej rzeczywistej prostopad lej do prostej
{Rez = 0} i spe lniaja̧ warunek 2kH(uν , v) = 2kH(v, wν) = kH(uν , wν) → ∞,
spe lnia warunek (b) z w lasności (∗) dla wyróżnionego punktu exp(−v).

Weźmy dowolny zbiór {(xν , yν)}∞ν=1 ⊂ E∗ × E∗ spe lniaja̧cy warunek (b) z
w lasności (∗) dla wyróżnionego punktu x. Bez straty ogólności możemy za lożyć, że
xµ 6= xν , yµ 6= yν , gdy µ 6= ν. Ustalmy pewien przeciwobraz x (oznaczmy go przez
x̃). Na mocy Lematów 2.2.13(v), 2.2.14 i w lasności (∗), dla każdego ν możemy
znaleźć przeciwobrazy xν , yν (oznaczmy je przez x̃ν oraz yν) takie, że x̃ oraz x̃ν i
ỹν leża̧ na prostej lub na pó lokrȩgu prostopad lym do {Rez = 0}. Wykorzystuja̧c
warunek (b) z w lasności (∗) widzimy, że wszystkie te przeciwobrazy musza̧ leżeć
na tej samej prostej lub na tym samym pó lokrȩgu prostopad lym do {Rez = 0}.
Gdy te punkty leża̧ na prostej, to wtedy dla każdego ν istnieje dok ladnie jeden
środek odcinka [xν , yν ]kE∗

. Zatem przypuśćmy, że leża̧ one na pó lokrȩgu.  Latwo
widać, że dla co najwyżej jednej pary (xν , yν) ich przeciwobrazy maja̧ w lasność
| Im x̃ν − Im ỹν | = π, co implikuje, że dla co najwyżej jednej pary (xν , yν) istnieje
wiȩcej niż jeden środek odcinka [xν , yν ]kE∗

. Kończy to dowód w lasności (∗) i dowód
Propozycji 2.2.4. �
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ROZDZIA L III

GEODEZYJNE ZESPOLONE

W PSEUDOELIPSOIDACH UOGÓLNIONYCH

Naszym g lównym celem bȩdzie znalezienie wzorów na geodezyjne zespolone
w wypuk lych (35) uogólnionych pseudoelipsoidach zespolonych. Znaja̧c już te
wzory zastosujemy je do badania automorfizmów tychże pseudoelipsoid, jak i
do rozwia̧zania problemu biholomorficznej równoważności wypuk lych elipsoid ze-
spolonych. Rozwia̧zanie ostatniego problemu stanowi odpowiedź na pytanie posta-
wione przez autorów w [Jar-Pfl] (§ 8.5) o istnienie dowodu twierdzenia o biholomor-
ficznej równoważności wypuk lych elipsoid zespolonych wykorzystuja̧cego jedynie
postać geodezyjnych zespolonych. Istnieja̧ce do tej pory dowody korzysta ly z teorii
Liego (zob. [Naru]) lub teorii ja̧dra Bergmana (zob. np. [Jar-Pfl], § 8.5). Niemniej
jednak wspomnijmy już tu, że te dowody wykorzystuja̧ce dużo bardziej skomp-
likowane rezultaty rozwia̧zuja̧ ten problem dla wszystkich elipsoid zespolonych,
nie ograniczaja̧c siȩ do elipsoid wypuk lych, tak jak my to robimy.

Wprowadzeniu pojȩcia uogólnionych pseudoelipsoid zespolonych poświȩcony
jest § 3.1, w którym przedstawiamy również proste w lasności tych obszarów. Do-
wód g lównego twierdzenia znajduje siȩ w § 3.2. Podkreślmy tutaj, że idea tego
dowodu jest w laściwie tożsama z dowodem analogicznego twierdzenia dla elipsoid,
z ta̧ jednak różnica̧, że w pewnych miejscach metody dowodowe sa̧ bardziej sub-
telne.

3.1. PSEUDOELIPSOIDY UOGÓLNIONE —

DEFINICJA I W LASNOŚCI

Poniżej powtórzmy, przeprowadzona̧ w Rozdziale I, procedurȩ uogólniania pojȩ-
cia elipsoid zespolonych, która doprowadzi nas do pojȩcia uogólnionych pseudoelip-
soid zespolonych.

Obszarami wyj́sciowymi sa̧ elipsoidy zespolone czyli obszary postaci:

E(p) := {(z1, . . . , zN ) ∈ C
N : |z1|

2p1 + · · ·+ |zN |2pN < 1}, p = (p1, . . . , pN), N > 1.

Naturalnym jest rozważanie obszarów, w których jednowymiarowe zmienne zj ze
wzorów na elipsoidy zespolone, zasta̧pione sa̧ przez zmiennne wielowymiarowe,
obszary te zwane uogólnionymi eliposoidami by ly rozważane przez wielu autorów
(zob. np. [Kod-Kra-Ma], [Dini-Pri]) jako model obszarów s labo pseudowypuk lych.

(35) W takich obszarach na pewno możemy mówić o tym pojȩciu (por. Rozdzia l I).
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Dla naszych celów nazwijmy te obszary uogólnionymi pseudoelipsoidami ”rzȩdu

2”:

E := {(z1, . . . , zk) ∈ C
N : ‖z1‖

2p1 + · · · + ‖zk‖
2pk < 1},

zj ∈ C
nj , N = n1 + · · · + nk (k ≥ 2).

Dla
”
rzȩdu 3” definiujemy

E := {(z1, . . . , zk) ∈ C
N :

(|z1,1|
2p1,1 + · · · + |z1,m1 |

2p1,m1 )p1 + · · · + (|zk,1|
2pk,1 + · · · + |zk,mk

|2pk,mk )pk < 1},

zj = (zj,1, . . . , zj,mj
) ∈ C

mj , N = m1 + · · · +mk.

Wreszcie ogólnie

E :=



z :

m0∑

j1=1




mj1∑

j2


. . .




mj1,...,jn−1∑

jn=1

|zj1,...,jn |
2




pj1,...,jn−1

. . .




pj1,j2



pj1

< 1



 ,

m0,mj1,...,jk ∈ N∗, pj1,...,jk > 0 (k = 1, . . . , n − 1), z = (z1, . . . , zm0) ∈ CN , zj =
(zj,1, . . . , zj,mj

) (j = 1, . . . ,m0), zj1,...,jk−1
= (zj1,...,jk−1,1, . . . , zj1,...,jk−1,mj1 ,...,jk−1

)

(k = 2, . . . , n), zj1,...,jn ∈ C,

N =

m0∑

j1=1




mj1∑

j2


. . .




mj1,...,jn−2∑

jn−1=1

mj1,...,jn−1


 . . .




 .

Wyżej zdefiniowane obszary E nazywamy uogólnionym pseudoelipsoidami zespolo-
nymi.

Jak widać z definicji, do zdefiniowania uogólnionych pseudoelipsoid zespolonych
potrzebujemy uk ladu liczb dodatnich (pj1,... ,jk)1≤k≤n−1. Jednakże, jak  latwo wi-
dać, uogólnione pseudoelipsoidy nie wyznaczaja̧ w sposób jednoznaczny owego
uk ladu liczb (pj1,... ,jk)1≤k≤n−1. Dlatego też wszelkie w lasności pseudooelipsoid
zespolonych bȩda̧ musia ly być podawane w nastȩpuja̧cej formie: uogólniona pseu-
doelipsoida zespolona ma w lasność (A), gdy istnieje uk lad (pj1,... ,jk)1≤k≤n−1 liczb
dodatnich definiuja̧cych dana̧ pseudoelipsoidȩ maja̧cych w lasność (B).

I tak widać wprost z definicji, że:
pseudoelipsoidy zespolone sa̧ pseudowypuk lymi zupe lnymi obszarami Rein-

hardta (36),
brzeg uogólnionej pseudoeliposidy zespolonej jest klasy C1 (odp. C2), gdy ist-

nieje uk lad definiuja̧cy (pj1,... ,jk)1≤k≤n−1 taki, że pj1,... ,jn−1 . . . pj1,... ,jk > 1 (odp.
> 2) dla wszelkich możliwych uk ladów (j1, . . . , jn−1) i k = 1, . . . , n− 1.

(36) Obszar D ⊂ Cn nazywamy zupe lnym obszarem Reinhardta, gdy 0 ∈ D i dla wszelkich
(z1, . . . , zn) ∈ D oraz dowolnych λj ∈ Ē, j = 1, . . . , n, mamy (λ1z1, . . . , λnzn) ∈ D.
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W tym miejscu zróbmy nastȩpuja̧ca̧ dygresjȩ. W przysz lości wszelkie twierdze-
nia i w lasności, w których wystȩpować bȩda̧ uogólnione pseudoelipsoidy zespolone
bȩdziemy dowodzić jedynie dla nastȩpuja̧cych obszarów:

E := {(z1, . . . , zk) ∈ C
N :

(‖z1,1‖
2p1,1 + · · · + ‖z1,m1‖

2p1,m1 )p1 + · · ·+

(‖zm0,1‖
2pm0,1 + · · · + ‖zm0,mm0

‖2pm0,mm0 )pm0 < 1},

zj = (zj,1, . . . , zj,mj
) ∈ C

mj,1 × . . .× C
mj,mj . (3.1.1)

Czynimy to ze wzglȩdu na fakt, że dowody wszelkich twierdzeń w ogólnym wypad-
ku nie bȩda̧ zasadniczo odbiega ly od tychże w przypadku (3.1.1), ale zapis ich
by lby dużo bardziej skomplikowany i mniej przejrzysty. Dowód wszelkich w lasności
uogólnionych pseudoelipsoid zespolonych oparty jest w przypadku ogólnym na in-
dukcji, w której drugi krok indukcyjny jest identyczny z dowodem pewnej w lasności
dla powyżej zdefiniowanych pseudoelipsoid zespolonych przy za lożeniu tej samej
w lasności dla pseudoelipsoid

”
rzȩdu 2” (37).

W naszych rozważaniach ograniczymy siȩ do przypadku pseudoelipsoid wy-
puk lych, który to warunek bȩdziemy chcieli opisać za pomoca̧ definiuja̧cego je
uk ladu liczb dodatnich (pj1,... ,jk)1≤k≤n−1. Dlatego też rozważania nasze zacieśni-
my do pseudoelipsoid spe lniaja̧cych warunek:

pj1,...,jn−1 . . . pj1,...,jk ≥
1

2
(3.1.2)

dla k = 1, . . . , n− 1 i wszelkich możliwych (j1, . . . , jn).
Poniżej podajemy lemat pokazuja̧cy, że to zawȩżenie jest zasadne:

Lemat 3.1.1. Uogólniona pseudoelipsoida E jest wypuk la wtedy i tylko wtedy,
gdy E może być zdefiniowane za pomoca̧ uk ladu dodatnich liczb (pj1,...,jk)1≤k≤n−1

spe lniaja̧cych warunek (3.1.2).

Dowód. Jak już wyżej wspomnielísmy dowód lematu przeprowadzimy tylko dla
szczególnego przypadku pseudoelipsoid bȩda̧cych postaci (3.1.1). Dla dowodu
wypuk lości pseudoelipsoid spe lniaja̧cych warunek (3.1.2) wystarczy wykazać, że
funkcje zmiennych zj zdefiniowane poniżej

fj(zj) := (‖zj,1‖
2pj,1 + · · · + ‖zj,mj

‖2pj,mj )pj

sa̧ wypuk le dla j = 1, . . . ,m0.
Ustalmy teraz j ∈ {1, . . . ,m0}. Zdefiniujmy

p̃j := min{2pj,k, k = 1, . . . ,mj} ≥ 1.

Poniżej korzystaja̧c z nierówności trójka̧ta dla normy euklidesowej ‖·‖ oraz normy

‖(x1, . . . , xmj
)‖p̃j

:=
(
|x1|

p̃j + . . .+ |xmj
|p̃j
) 1

p̃j , jak równieżz nierówności
2pj,k

p̃j
,

(37) Dowody wszelkich twierdzeń z tej czȩści pracy w pe lnej postaci można znaleźć w [Zwo2].
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pj p̃j ≥ 1 (a dok ladnie z faktu, że stosowne funkcje bȩda̧ wypuk le) otrzymujemy
nastȩpuja̧cy cia̧g nierówności (t ∈ [0, 1]):

fj(tzj + (1 − t)wj) =
(mj∑

k=1

‖tzj,k + (1 − t)wj,k‖
2pj,k
p̃j

p̃j

)pj

≤



(mj∑

k=1

(
t‖zj,k‖

2pj,k
p̃j + (1 − t)‖wj,k‖

2pj,k
p̃j

)p̃j

) 1
p̃j




p̃jpj

≤


t
(mj∑

k=1

‖zj,k‖
2pj,k

) 1
p̃j

+ (1 − t)

(mj∑

k=1

‖wj,k‖
2pj,k

) 1
p̃j




p̃jpj

≤

t

(mj∑

k=1

‖zj,k‖
2pj,k

)pj

+ (1 − t)

(mj∑

k=1

‖wj,k‖
2pj,k

)pj

=

tfj(zj) + (1 − t)fj(wj).

Dla dowodu przeciwnej implikacji zauważmy, że gdyby obszaru E nie da lo siȩ
zdefiniować za pomoca̧ dodatnich liczb spe lniaja̧cych warunek (3.1.2), to wówczas
po przeciȩciu E z odpowiednia̧ dwuwymiarowa̧ przestrzenia̧ zespolona̧ (taka̧, że co
najwyżej dwie ustalone wspó lrzȩdne punktów z tej przestrzeni zj,k,l by lyby różne
od 0) otrzymamy zbiór, który jest liniowo izomorficzny ze zbiorem

{
(λ1, λ2) ∈ C

2 : |λ1|
2q1 + |λ2|

2q2 < 1
}
,

gdzie q1 lub q2 by loby mniejsze od 1
2 . Jako, że ten zbiór nie jest wypuk ly otrzy-

mujemy sprzeczność. Kończy to dowód lematu. �

3.2. WZORY NA GEODEZYJNE ZESPOLONE

Jak to już anonsowalísmy we Wprowadzeniu geodezyjne zespolone w wypuk lych
pseudoelipsoidach zespolonych bȩda̧ opisane przez poniżej zdefiniowana̧ klasȩ funk-
cji ϕ : E → CN , która̧ oznaczamy przez (†) (38).

ϕj1,...,jn(λ) :=
(
λ− αj1,...,jn

1 − ᾱj1,...,jnλ

)sj1,...,jn
n∏

k=1

(
aj1,...,jk

(
1 − ᾱj1,...,jkλ

1 − ᾱj1,...,jk−1
λ

))1/pj1,...,jk
...pj1,...,jn

,

gdzie

(38) Przypomnijmy, że dla wygody zapisu przyjmujemy pj1,... ,jn := 1.
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(a) sj1,...,jn ∈ {0, 1},
(b) aj1,...,jk ∈ C∗,
(c) αj1,...,jk ∈ Ē,
(d) α0 ∈ E,
(e) (sj1,...,jn = 0) =⇒ (∃(j1,...,jk) : αj1,...,jk 6= α0),
(f) (sj1,...,jn = 1) =⇒ (αj1,...,jn ∈ E),
(g) (|αj1,...,jk−1

| = 1) =⇒ (αj1,...,jk = αj1,...,jk−1
),

(h) αj1,...,jk−1
=

mj1,...,jk−1∑

jk=1

|aj1,...,jk |
2αj1,...,jk ,

(i) 1 + |αj1,...,jk−1
|2 =

mj1,...,jk−1∑

jk=1

|aj1,...,jk |
2(1 + |αj1,...,jk |

2).

Twierdzenie 3.2.1.Jeżeli uogólniona pseudoelipsoida E jest wypuk la (39), to
każde odwzorowanie ϕ postaci (†) jest geodezyjna̧ zespolona̧ dla E. Na odwrót,
jeśli odwzorowanie holomorficzne ϕ : E → E jest geodezyjna̧ zespolona̧ taka̧, że
ϕj1,...,jn 6≡ 0 dla wszelkich możliwych (j1, . . . , jn), to ϕ jest postaci (†).

Dowód Twierdzenia opierać siȩ bȩdzie na poniżej podanym kryterium określaja̧-
cym, kiedy odwzorowanie holomorficzne jest geodezyjna̧ zespolona̧. Dla naszej
wygody przyjmijmy również nastȩpuja̧ce oznaczenie:

Jj1,... ,jk−1
(z) :=

mj1,...,jk−1∑

jk=1


. . .




mj1,...,jn−1∑

jn=1

|zj1,...,jn |
2




pj1,...,jn−1

. . .




pj1,...,jk

, z ∈ C
N .

Lemat 3.2.2. Niech ϕ : E −→ C
N bȩdzie ograniczonym i niesta lym odwzorowa-

niem holomorficznym takim, że ϕj1,...,jn 6≡ 0 dla wszelkich możliwych (j1, . . . , jn).
Wtedy ϕ jest geodezyjna̧ zespolona̧ w wypuk lej pseudoelipsoidzie E wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieja̧ odwzorowania hj1,...,jn ∈ H1 i ρ : ∂E −→ R>0 takie, że

dla prawie wszystkich λ ∈ ∂E zachodzi

1

λ
h∗j1,...,jn(λ) = ρ(λ)

(
n∏

k=2

pj1,...,jk−1

(
Jj1,... ,jk−1

(ϕ∗(λ))
)pj1,...,jk−1

−1

)
ϕ∗
j1,...,jn

(λ)
(3.2.1)

oraz J0(ϕ∗(λ)) = 1 prawie wszȩdzie na ∂E, (3.2.2)

gdzie iloczyn w (3.2.1) równa siȩ 1, gdy n = 1.

W powyższym wzorze H1 oznacza przestrzeń Hardy’ego, a ϕ∗
j1,...,jn i h∗j1,...,jn

oznaczaja̧ wartości radialne funkcji (40).

(39) Na mocy Lematu 3.1.1 możemy za lożyć, że jest ona zdefiniowana za pomoca̧ liczb
(pj1,... ,jk )1≤k≤n−1 spe lniaja̧cych warunek (3.1.2).

(40) Definicja przestrzeni Hardy’ego podana by la w § 2.2.
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Dowód Lematu 3.2.2. Zauważmy, że jednostkowy wektor zewnȩtrzny ν(z) ∈ C
N

do ∂E w punkcie z ∈ ∂E ∩ (C∗)N jest dany wzorem

νj1,...,jn(z) = ρ̃(z)

(
n∏

k=2

pj1,...,jk−1

(
Jj1,... ,jk−1

(z)
)pj1,...,jk−1

−1

)
zj1,...,jn ,

gdzie iloczyn równy jest 1, gdy n = 1 i ρ̃(z) > 0. Stosuja̧c teraz wyniki z [Jar-Pfl]
(§ 8.2. – § 8.3) kończymy dowód Lematu 3.2.2 (identycznie jak dowód Corollary
8.4.5 w [Jar-Pfl]). �

Dowód Twierdzenia 3.2.1. Wpierw dowiedziemy prostszej implikacji; mianowicie
sprawdzimy, że funkcje opisane warunkiem (†) spe lniaja̧ warunki Lematu 3.2.2, a
zatem sa̧ rzeczywíscie geodezyjnymi zespolonymi.

Po lóżmy mianowicie dla wszelkich możliwych (j, k, l) przy λ ∈ E:

hj,k,l(λ) :=
(1 − αj,k,lλ)(λ − αj,k,l)pj,kpj |aj,k,l|

2|aj,k|
2|aj |

2

ϕj,k,l(λ)
,

oraz zdefiniujmy
ρ(λ) := |1 − α0λ|

2 dla λ ∈ ∂E.

Na mocy Lematu 3.2.2 dla dowodu implikacji wystarczy sprawdzić nastȩpuja̧ce
dwie równości dla λ ∈ ∂E:

1

λ
h∗j,k,l(λ) = ρ(λ)pj

(
mj∑

k=1

‖ϕj,k(λ)‖2pj,k

)pj−1

pj,k‖ϕj,k(λ)‖2(pj,k−1)ϕ∗
j,k,l(λ),

(3.2.3)

m0∑

j=1

(mj∑

k=1

‖ϕj,k(λ)‖2pj,k

)pj

= 1. (3.2.4)

Zauważmy, że dla λ ∈ ∂E (41)

‖ϕj,k(λ)‖2 =

mj,k∑

l=1

|ϕj,k,l(λ)|2 =

∣∣∣∣aj
1 − ᾱjλ

1 − ᾱ0λ

∣∣∣∣
2

pjpj,k

∣∣∣∣aj,k
1 − ᾱj,kλ

1 − ᾱjλ

∣∣∣∣
2

pj,k

mj,k∑

l=1

∣∣∣∣aj,k,l
1 − ᾱj,k,lλ

1 − ᾱj,kλ

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣aj
1 − ᾱjλ

1 − ᾱ0λ

∣∣∣∣
2

pjpj,k

∣∣∣∣aj,k
1 − ᾱj,kλ

1 − ᾱjλ

∣∣∣∣
2

pj,k

,

(41) Teraz, jak i czȩsto później bȩdziemy korzystać z nastȩpuja̧cej elementarnej w lasności:
jeśli β0 =

∑m
j=1

|bj |2βj i 1 + |β0|2 =
∑m

j=1
|bj |2(1 + |βj |2), gdzie βj ∈ Ē, j = 1, . . . , m i równość

|β0| = 1 implikuje βj = β0 dla wszelkich j, to wtedy
∑m

j=1

∣

∣

∣
bj

1−β̄jλ

1−β̄0λ

∣

∣

∣

2

= 1 dla λ ∈ ∂E (por.

warunki (g), (h) i (i) z definicji w lasności (†)).
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zatem
mj∑

k=1

||ϕj,k(λ)||2pj,k =

∣∣∣∣aj
1 − ᾱjλ

1 − ᾱ0λ

∣∣∣∣
2
pj

i w konsekwencji:
m0∑

j=1

(mj∑

k=1

‖ϕj,k,l(λ)‖2pj,k

)pj

= 1.

Zosta l nam jedynie do sprawdzenia warunek (3.2.3), wystarczy zatem dowieść,
że dla λ ∈ ∂E:

1

λ
(1 − ᾱj,k,lλ)(λ − αj,k,l)pj,kpj |aj,k,l|

2|aj,k|
2|aj |

2 =

|1 − α0λ|
2pj

∣∣∣∣aj
1 − ᾱjλ

1 − ᾱ0λ

∣∣∣∣

2(pj−1)

pj

pj,k

∣∣∣∣aj
1 − ᾱjλ

1 − ᾱ0λ

∣∣∣∣

2(pj,k−1)

pjpj,k

∣∣∣∣aj,k
1 − ᾱj,kλ

1 − ᾱjλ

∣∣∣∣

2(pj,k−1)

pj,k

·

∣∣∣∣aj
1 − ᾱjλ

1 − ᾱ0λ

∣∣∣∣
2

pj,kpj

∣∣∣∣aj,k
1 − ᾱj,kλ

1 − ᾱjλ

∣∣∣∣
2

pj,k

∣∣∣∣aj,k,l
1 − ᾱj,k,lλ

1 − ᾱj,kλ

∣∣∣∣
2

,

co widać po prostych przekszta lceniach.

Żeby dowieść drugiej implikacji weźmy odwzorowania hj,k,l takie jak w Lemacie
3.2.2. Na mocy [Gen] (42) otrzymujemy, że dla λ ∈ E:

ϕj,k,l(λ)hj,k,l(λ) = rj,k,l(λ− αj,k,l)(1 − ᾱj,k,lλ),
(3.2.5)

mj,k∑

l=1

ϕj,k,l(λ)hj,k,l(λ) = rj,k(λ− αj,k)(1 − ᾱj,kλ), (3.2.6)

mj∑

k=1

mj,k∑

l=1

ϕj,k,l(λ)hj,k,l(λ) = rj(λ− αj)(1 − ᾱjλ), (3.2.7)

m0∑

j=1

mj∑

k=1

mj,k∑

l=1

ϕj,k,l(λ)hj,k,l(λ) = r0(λ − α0)(1 − ᾱ0λ), (3.2.8)

gdzie

rj,k,l; rj,k; rj ; r0 > 0 oraz αj,k,l;αj,k;αj ;α0 ∈ Ē;

jeśli ϕj,k,l ma zero w E, to sj,k,l := 1, w przeciwnym razie sj,k,l := 0.

(42) Twierdzenie ([Gen]). Za lóżmy, że funkcja f ∈ H1 spe lnia warunek 1

λ
f∗(λ) > 0 dla

prawie wszystkich λ ∈ ∂E. Wtedy istnieje r > 0 i α ∈ Ē takie, że f(λ) = r(λ − α)(1 − ᾱλ) dla
λ ∈ E.

39



Widzimy, że jeśli sj,k,l = 1, to wtedy αj,k,l ∈ E.
Z w lasności (3.2.5)–(3.2.8) otrzymujemy w szczególności:

r0α0 =

m0∑

j=1

rjαj ; r0(1 + |α0|
2) =

m0∑

j=1

rj(1 + |αj |
2), (3.2.9)

rjαj =

mj∑

k=1

rj,kαj,k; rj(1 + |αj |
2) =

mj∑

k=1

rj,k(1 + |αj,k|
2), (3.2.10)

rj,kαj,k =

mj,k∑

l=1

rj,k,lαj,k,l; rj,k(1 + |αj,k|
2) =

mj,k∑

l=1

rj,k,l(1 + |αj,k,l|
2),(3.2.11)

dla wszelkich możliwych j, k, l.
Z warunków (3.2.9)–(3.2.11) wnioskujemy, że dla λ ∈ ∂E

m0∑

j=1

rj
r0

∣∣∣∣
1 − ᾱjλ

1 − ᾱ0λ

∣∣∣∣
2

= 1, (3.2.12)

mj∑

k=1

rj,k
rj

∣∣∣∣
1 − ᾱj,kλ

1 − ᾱjλ

∣∣∣∣
2

= 1, (3.2.13)

mj,k∑

l=1

rj,k.l
rj,k

∣∣∣∣
1 − ᾱj,k,lλ

1 − ᾱj,kλ

∣∣∣∣
2

= 1. (3.2.14)

Z powyższych warunków dostajemy w szczególności:

jeśli |α0| = 1 (odp. |αj | = 1, |αj,k| = 1),

to αj = α0 (odp. αj,k = αj , αj,k,l = αj,k dla wszelkich możliwych j, k, l),
(3.2.15)

zatem jeśli |α0| = 1, wtedy αj,k,l = αj,k = αj = α0

dla wszelkich możliwych j, k, l. (3.2.16)

Na mocy wzoru (3.2.5) i Lematu 3.2.2 otrzymujemy prawie wszȩdzie na ∂E
nastȩpuja̧ca̧ równość.

ρ(λ)pj

(mj∑

k=1

‖ϕ∗
j,k(λ)‖2pj,k

)pj−1

pj,k‖ϕ
∗
j,k(λ)‖2(pj,k−1)|ϕ∗

j,k,l(λ)|2 =

1

λ
h∗j,k,l(λ)ϕ∗

j,k,l(λ) = |h∗j,k,l(λ)ϕ∗
j,k,l(λ)| = rj,k,l|1 − ᾱj,k,lλ|

2 (3.2.17)

dla wszelkich możliwych j, k, l.
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Sumuja̧c lewa̧ stronȩ równości (3.2.17) wzglȩdem l (przy ustalonych j i k)
otrzymamy prawie wszȩdzie na ∂E (korzystamy również z równości (3.2.6))

ρ(λ)pj

(mj∑

k=1

‖ϕ∗
j,k(λ)‖2pj,k

)pj−1

pj,k‖ϕ
∗
j,k(λ)‖2pj,k =

1

λ

mj,k∑

l=1

h∗j,k,l(λ)ϕ∗
j,k,l(λ) =

∣∣∣∣∣

mj,k∑

l=1

h∗j,k,l(λ)ϕ∗
j,k,l(λ)

∣∣∣∣∣ = rj,k|1 − ᾱj,kλ|
2 (3.2.18)

dla wszelkich możliwych j, k.
Używaja̧c powtórnie tej samej procedury, sumuja̧c tym razem wzglȩdem k (przy

j ustalonym), otrzymujemy prawie wszȩdzie na ∂E nastȩpuja̧ce nierówności (ko-
rzystamy również z (3.2.7)):

ρ(λ)

(
min

k=1,... ,mj

{pj,k}

)
pj

(mj∑

k=1

‖ϕ∗
j,k(λ)‖2pj,k

)
≤

1

λ

mj∑

k=1

mj,k∑

l=1

h∗j,k,l(λ)ϕ∗
j,k,l(λ) =

∣∣∣∣∣

mj∑

k=1

mj,k∑

l=1

h∗j,k,l(λ)ϕ∗
j,k,l(λ)

∣∣∣∣∣ =

rj |1 − ᾱjλ|
2 ≤ ρ(λ)

(
max

k=1,... ,mj

{pj,k}

)
pj

(mj∑

k=1

‖ϕ∗
j,k(λ)‖2pj,k

)
(3.2.19)

dla wszelkich możliwych j.
I w końcu postȩpuja̧c jak poprzednio i sumuja̧c wyrażenia w ostatnich nie-

równościach wzglȩdem j otrzymamy (uwzglȩdniaja̧c również w lasności (3.2.4) i
(3.2.8)):

ρ(λ)

(
min
j,k

{pj,kpj}

)
= ρ(λ)

(
min
k,j

{pj,kpj}

) m0∑

j=1

(mj∑

k=1

‖ϕ∗
j,k(λ)‖2pj,k

)pj

≤

∣∣∣∣∣∣

m0∑

j=1

mj∑

k=1

mj,k∑

l=1

h∗j,k,l(λ)ϕ∗
j,k,l(λ)

∣∣∣∣∣∣
= r0|1 − ᾱ0λ|

2 ≤

ρ(λ)

(
max
k,j

{pj,kpj}

) m0∑

j=1

(
mj∑

k=1

‖ϕ∗
j,k(λ)‖2pj,k

)pj

= ρ(λ)

(
max
j,k

{pj,kpj}

)
. (3.2.20)

Na mocy (3.2.17) otrzymujemy dla prawie wszystkich λ ∈ ∂E

|ϕ∗
j,k,l(λ)|2 =

rj,k,l|1 − ᾱj,k,lλ|
2

ρ(λ)pj

(∑mj

k=1 ‖ϕ
∗
j,k(λ)‖2pj,k

)pj−1

pj,k‖ϕ∗
j,k(λ)‖2(pj,k−1)

. (3.2.21)
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Z kolei wykorzystuja̧c wzór (3.2.18) otrzymujemy z (3.2.21) dla prawie wszystkich
λ ∈ ∂E:

|ϕ∗
j,k,l(λ)|2 =

rj,k,l|1 − ᾱj,k,lλ|
2

rj,k|1 − ᾱj,kλ|2




rj,k|1 − ᾱj,kλ|
2

ρ(λ)pjpj,k

(∑mj

k=1 ‖ϕ
∗
j,k(λ)‖2pj,k

)pj−1




1
pj,k

. (3.2.22)

Konsekwentnie, na mocy (3.2.19) otrzymujemy z (3.2.22) dla prawie wszystkich
λ ∈ ∂E

|ϕ∗
j,k,l(λ)|2 ≥

rj,k,l|1 − ᾱj,k,lλ|
2

rj,k|1 − ᾱj,kλ|2

(
rj,k|1 − ᾱj,kλ|

2Mj

rjpj,k|1 − ᾱjλ|2

) 1
pj,k

(
rj |1 − ᾱjλ|

2

pjρ(λ)Mj

) 1
pj,kpj

, (3.2.23)

gdzie

Mj :=

{
maxk=1,... ,mj

{pj,k}, jeśli pj < 1

mink=1,... ,mj
{pj,k}, jeśli pj ≥ 1

.

I ostatecznie na mocy (3.2.20) otrzymamy z (3.2.23) prawie wszȩdzie na ∂E

|ϕ∗
j,k,l(λ)|2 ≥

rj,k,l|1 − ᾱj,k,lλ|
2

rj,k|1 − ᾱj,kλ|2

(
rj,k|1 − ᾱj,kλ|

2Mj

rjpj,k|1 − ᾱjλ|2

) 1
pj,k

(
rj |1 − ᾱjλ|

2M

r0pj |1 − ᾱ0λ|2Mj

) 1
pj,kpj

,
(3.2.24)

gdzie
M := min

j,k
{pj,kpj}.

Funkcje ϕj,k,l możemy ograniczyć podobnie jak we wzorach (3.2.23) i (3.2.24) z
góry z tym, że bȩdziemy musieli odpowiednio zmienić definicje Mj i M (w miejsce
minimum wstawiamy maksimum i na odwrót).

Z (3.2.17) i (3.2.24) otrzymujemy, że:

|h∗j,k,l(λ)| ≤
C|1 − ᾱj,k,lλ|

2

∣∣∣ 1−ᾱj,k,lλ
1−ᾱj,kλ

∣∣∣
∣∣∣1−ᾱj,kλ

1−ᾱjλ

∣∣∣
1

pj,k

∣∣∣ 1−ᾱjλ
1−ᾱ0λ

∣∣∣
1

pj,kpj

.

Jeśli wszystkie α sa̧ z E, to hj,k,l ∈ H∞. Jeśli z kolei, któreś z α jest na modu l
równe 1, to wówczas funkcja hj,k,l jest również ograniczona na mocy w lasności
(3.2.15) oraz (3.1.2).

Zauważmy, że gdy przy ustalonym j wartość wszystkich pj,k jest taka sama
niezależnie od k, to wówczas w (3.2.23) zachodzi równość, jeśli dodatkowo wszelkie
pj sa̧ takie same, to wówczas również w (3.2.24) zachodzi równość.

42



Rozpatrzmy teraz szczególny przypadek

p̃1 = pj , p̃2 = pj,k dla wszelkich j, k

Wtedy na mocy (3.2.24) (pamiȩtajmy, że w tym przypadku mamy tam równość)
zachodzi prawie wszȩdzie na ∂E

|ϕ∗
j,k,l(λ)|2 =

rj,k,l|1 − ᾱj,k,lλ|
2

rj,k|1 − ᾱj,kλ|2

(
rj,k|1 − ᾱj,kλ|

2

rj |1 − ᾱjλ|2

) 1
pj,k

(
rj |1 − ᾱjλ|

2

r0|1 − ᾱ0λ|2

) 1
pj,kpj

.

Ponieważ

rj,k,l(1 − ᾱj,k,lλ)2
(
rj,k(1 − ᾱj,kλ)2

) 1
pj,k

(
rj(1 − ᾱjλ)2

) 1
pj,kpj

jest funkcja̧ zewnȩtrzna̧ (43), a wiȩc na mocy twierdzenia o rozk ladzie (zob. np.
[Dur] § 2.4 (44)), otrzymujemy dla λ ∈ E

ϕj,k,l(λ) =

Bj,k,l(λ)

(
aj,k,l

1 − ᾱj,k,lλ

1 − ᾱj,kλ

)(
aj,k

1 − ᾱj,kλ

1 − ᾱjλ

) 1
pj,k

(
aj

1 − ᾱjλ

1 − ᾱ0λ

) 1
pj,kpj

Sj,k,l(λ),
(3.2.25)

gdzie

|aj,k,l| =

(
rj,k,l
rj,k

) 1
2

, |aj,k| =

(
rj,k
rj

) 1
2

, |aj | =

(
rj
r0

) 1
2

,

Bj,k,l(λ) =

{
λ−αj,k,l

1−ᾱj,k,lλ
jeśli sj,k,l = 1

1 jeśli sj,k,l = 0
,

Sj,k,l(λ) = exp

(
−

∫ π

−π

eiθ + λ

eiθ − λ
dσj,k,l(θ)

)
,

(43) Wiadomo, że jeśli f ∈ Hp (p > 0) oraz 1

f
∈ Hr dla pewnego r > 0, to f jest funkcja̧

zewnȩtrzna̧ (zob. [Gar], § 2.4).
(44) Twierdzenie. Niech h ∈ Hp(E), gdzie 0 < p < ∞, h 6≡ 0. Wtedy

h = c ·B · S ·Q,

gdzie |c| = 1, B jest iloczynem Blaschkego funkcji h,

S(λ) = exp

(

−

∫

2π

0

eiθ + λ

eiθ − λ
dσ(θ)

)

, λ ∈ E

(σ jest nieujemna̧ miara̧ borelowska̧, osobliwa̧ wzglȩdem miary Lebesgue’a) oraz

Q(λ) = exp

(

1

2π

∫

2π

0

eiθ + λ

eiθ − λ
ln |h∗(eiθ)|dθ

)

, λ ∈ E.

Co wiȩcej, S∗(λ) = 0 dla σ-prawie wszystkich λ ∈ ∂E oraz powyższy rozk lad jest, w oczywistym
znaczeniu, jednoznaczny.

43



gdzie σj,k,l jest osobliwa̧, nieujemna̧ miara̧ borelowska̧.
Dla zakończenia dowodu wystarczy wykazać, że σj,k,l = 0, ponieważ wtedy:

na mocy (3.2.16) mamy α0 ∈ E (por. w lasność (d) z definicji (†)). Co wiȩcej
(3.2.9)–(3.2.11) oraz (3.2.15) daja̧ nam w lasności (g), (h) i (i) z definicji (†).

Żeby dowieść, że σj,k,l = 0 zauważmy, że na mocy (3.2.5), (3.2.25) i faktu, że
hj,k,l ∈ H∞ otrzymujemy

|Sj,k,l(λ)| ≥
ε|λ− αj,k,l||1 − ᾱj,k,lλ|

2

∣∣∣ 1−ᾱj,k,lλ
1−ᾱj,kλ

∣∣∣
∣∣∣1−ᾱj,kλ

1−ᾱjλ

∣∣∣
1

pj,k

∣∣∣ 1−ᾱjλ
1−ᾱ0λ

∣∣∣
1

pj,kpj

dla λ ∈ E i pewnego ε > 0.
Ale wiemy, że

S∗
j,k,l(λ) = 0 dla σj,k,l−prawie wszystkich λ ∈ ∂E.

Z tych dwóch warunków razem z (3.2.15) otrzymujemy, na mocy nieograniczoności
funkcji

E ∋ λ −→ |λ− 1|β exp

(
b

1 − |λ|2

|λ− 1|2

)
, β ∈ R, b > 0,

że σj,k,l = 0.
Kończy to dowód twierdzenia w tym szczególnym przypadku.

Przejdźmy teraz do sytuacji bardziej skomplikowanej, która choć nie jest jeszcze
przypadkiem najbardziej ogólnym, to jednak pokazuje, jak sprowadzamy przy-
padek trudniejszy do rozpatrywania sytuacji o jeden

”
stopień”  latwiejszej. Zak la-

damy mianowicie, że:

pj,k = q̃ dla wszelkich możliwych j i k.

Widzimy, że zak ladamy mniej, niż w poprzednim przypadku. Mianowicie liczby
pj moga̧ być różne. Na mocy wzoru (3.2.23) (pamiȩtamy, że w tym przypadku
zachodzi w tym wzorze równość) dostajemy, że

ϕj,k,l(λ) =

Bj,k,l(λ)

(
rj,k,l(1 − ᾱj,k,lλ)2

rj,k(1 − ᾱj,kλ)2

) 1
2
(
rj,k(1 − ᾱj,kλ)2

rj(1 − ᾱjλ)2

) 1
2pj,k

ψj,k,l(λ), (3.2.26)

dla λ ∈ E, gdzie wspó lczynniki r i α sa̧ wybrane tak, jak w (3.2.5) – (3.2.8) i Bj,k,l

jest iloczynem Blaschkego funkcji ϕj,k,l.
Na mocy (3.2.23) jasnym jest, że |ψ∗

j,k,l(λ)| nie zależy od wyboru k i l na ∂E

prawie wszȩdzie (przy ustalonym j). Z kolei na mocy (3.2.20)

ψj,k,l ∈ H∞. (3.2.27)
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Po lóżmy:
p̃ := max

j=1,... ,m0

{pj}.

Zdefiniujmy również dla λ ∈ E

ϕ̃j,k,l(λ) :=

Bj,k,l(λ)

(
rj,k,l(1 − ᾱj,k,lλ)2

rj,k(1 − ᾱj,kλ)2

) 1
2
(
rj,k(1 − ᾱj,kλ)2

rj(1 − ᾱjλ)2

) 1
2pj,k

ψj,k,l(λ)
pj
p̃ , (3.2.28)

oraz

h̃j,k,l :=
p̃

pj
hj,k,l

ϕj,k,l

ϕ̃j,k,l
=

p̃

pj
hj,k,lψ

1−
pj
p̃

j (3.2.29)

gdzie hj,k,l wybrane jest z Lematu 3.2.2 tak jak wcześniej.
Idea wprowadzenia nowych funkcji ϕ̃j,k,l jest taka, żeby funkcja, której sk lado-

wymi sa̧ w laśnie one by la geodezyjna̧ zespolona̧ w pseudoelipsoidzie, w której za-
miast wspó lczynników pj bȩdziemy mieli zawsze to samo p̃. Konsekwentnie bȩdzie
to pseudoelipsoida postaci rozpatrywanej w poprzednim przypadku, a zatem ϕ̃j,k,l

bȩdzie mieć pewna̧ konkretna̧ postać, z której uzyskamy ”dobra̧” postać dla ϕj,k,l.

Zauważmy, że z powodu (3.2.27) h̃j,k,l ∈ H1(E) (a nawet wiȩcej, funkcja ta
należy do H∞, zob. (3.2.24)).

Dla dowodu faktu, że funkcja ϕ̃ := (ϕj,k,l)j,k,l jest geodezyjna̧ zespolona̧ wyko-

rzystujemy Lemat 3.2.2. Biora̧c funkcje h̃j,k,l zdefiniowane powyżej wystarczy
sprawdzić, że dla prawie wszystkich λ ∈ ∂E

1

λ
h̃∗j,k,l(λ)ϕ̃∗

j,k,l(λ) =

ρ(λ)p̃

(mj∑

k=1

‖ϕ̃∗
j,k(λ)‖2pj,k

)p̃−1

pj,k‖ϕ̃
∗
j,k(λ)‖2(pj,k−1)|ϕ̃∗

j,k,l(λ)|2, (3.2.30)

m0∑

j=1

(
mj∑

k=1

‖ϕ̃∗
j,k(λ)‖2pj,k

)p̃

= 1. (3.2.31)

Lewa strona pierwszej z powyższych równości równa jest

p̃

pj

1

λ
h∗j,k,l(λ)ϕ∗

j,k,l(λ),

co na mocy Lematu 3.2.2 (zastosowanego do wyj́sciowej pseudoelipsoidy i geode-
zyjnej ϕ) równe jest

p̃ρ(λ)

(mj∑

k=1

‖ϕ∗
j,k(λ)‖2pj,k

)pj−1

pj,k‖ϕ
∗
j,k(λ)‖2(pj,k−1)|ϕ∗

j,k,l(λ)|2.
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Zauważmy, że (korzystamy ze wzorów (3.2.26) i (3.2.13) i (3.2.14)) dla λ ∈ ∂E

‖ϕ∗
j,k(λ)‖2 = |ψj,k,l|

2

(
rj,k|1 − ᾱj,kλ|

2

rj |1 − ᾱjλ|2

) 1
pj,k

mj∑

k=1

‖ϕ∗
j,k(λ)‖2pj,k = |ψj,k,l|

2pj,k

m0∑

j=1

(mj∑

k=1

‖ϕ∗
j,k(λ)‖2pj,k

)pj

=

m0∑

j=1

(
|ψj,k,l(λ)|2pj,k

)pj
,

gdzie (dla ustalonego j) funkcja ψj,k,l wybrana jest dowolnie (przypomnijmy, że
nie zależy ona od k, l na ∂E). Co wiȩcej, wzory na analogiczne wyrażenia dla
funkcji ϕ̃j,k bȩda̧ identyczne jak powyżej z tym, że zamiast pj bȩdziemy mieli

zawsze p̃, a zamiast ψj,k,l funkcjȩ ψ
pj
p̃

j,k,l. Zatem widać, że na mocy Lematu 3.2.2

zastosowanego do ϕ zachodzi (3.2.31). Dla wykazania (3.2.30) wystarczy tylko
sprawdzić, że potȩgi przy |ψj,k,l| sa̧ równe w przypadku rozpatrywania funkcji
ϕj,k,l jak i ϕ̃j,k,l, co sprowadza siȩ do sprawdzenia oczywistej równości

pj
p̃

2pj,k(p̃− 1) +
pj
p̃

2(pj,k − 1) + 2
pj
p̃

= 2pj,k(pj − 1) + 2(pj,k − 1) + 2.

W przypadku ogólnym postȩpujemy analogicznie jak powyżej. To znaczy prze-
nosimy (transportujemy) funkcje ϕj,k,l do pseudoelipsoidy takiej, że wszystkie
wspó lczynniki pj,k sa̧ sobie równe (mianowicie definiujemy p̃2 := maxj,k{pj,k}).
Zatem mamy nowe pseudoelipsoidy, które maja̧ w lasności tak, jak te rozpatry-
wane powyżej, sprawdzamy, że te przetransportowane funkcje tworza̧ geodezyjna̧
zespolona̧. Maja̧c dana̧ postać geodezyjnych w tym przypadku i powracaja̧c do
wyj́sciowego przypadku otrzymujemy ża̧dana̧ postać. Kończy to dowód twierdze-
nia. �

Uwaga 3.2.3. Jeśli ϕ jest geodezyjna̧ zespolona̧ i ϕj,k,l ≡ 0 dla pewnego (j, k, l),
to odwzorowanie ϕ̃ : E −→ CN−1 zdefiniowane w ten sposób, że wszystkie sk lado-
we (j, k, l) odwzorowania ϕ̃ sa̧ sk ladowymi ϕ i ta wyróżniona sk ladowa jest ”usuniȩ-

ta”, jest geodezyjna̧ zespolona̧ w pewnej pseudoelipsoidzie w CN−1, która jest
oczywíscie wypuk la, gdy E jest wypuk le.

Uwaga 3.2.4. W przypadku n = 2, mj = 1 dla j = 1, . . . ,m0, Twierdzenie 3.2.1
zosta lo udowodnione w [Jar-Pfl-Zei] (zob. również [Jar-Pfl], Proposition 8.4.2).
Nawet wiȩcej, w tym przypadku autorzy otrzymali jednoznaczność geodezyjnych
zespolonych (z dok ladnościa̧ do automorfizmów E); w przypadku ścísle wypuk lych
obszarów ograniczonych jednoznaczność jest w lasnościa̧ znana̧ (zob. [Dine], § 6.2),
a elipsoidy zespolone sa̧ obszarami wypuk lymi, a nie ścísle wypuk lymi, gdy pj ≥

1
2

dla j = 1, . . . ,m0 i #{j : pj = 1
2} > 1.
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Uwaga 3.2.5. Wzory z Twierdzenia 3.2.1 pokazuja̧, że geodezyjne zespolone
rozszerzaja̧ siȩ w sposób cia̧g ly na brzeg. W wielu przypadkach wprost ze wzorów
można siȩ dowiedzieć dużo wiȩcej o regularności tych rozszerzeń. Co wiȩcej, widać
również, że holomorficzność w otoczeniu Ē wszystkich rozszerzeń geodezyjnch ze-
spolonych jest raczej rzadkim zjawiskiem. Dzieje siȩ tak na przyk lad, gdy wszystkie
iloczyny ze wzoru (3.1.2) sa̧ równe 1 lub 1

2 (zob. również dowód Propozycji 3.3.1).

Uwaga 3.2.6. Z Twierdzenia 3.2.1 wynika, że gdy |αo

j1,...,
o

jk
| = 1 dla pewnego

k ∈ {1, . . . , n− 1}, to αo

j1,... ,
o

jk,jk+1,... ,jl
= αo

j1,...,
o

jk
dla l > k.

3.3. AUTOMORFIZMY HOLOMORFICZNE

WYPUK LYCH UOGÓLNIONYCH

PSEUDOELIPSOID ZESPOLONYCH

W tej czȩści pracy zajmiemy siȩ problemem opisu automorfizmów holomor-
ficznych obszarów wspomnianych w tytule.

Zanim sformu lujemy g lówny wynik tego rozdzia lu przeformu lujmy trochȩ nasze
pseudoelipsoidy (co w żaden sposób nie umniejszy ogólności naszych rozważań)
tak, by czȩść ”najbardziej regularna” by la w pewien sposób wyróżniona i żeby

znalaz la siȩ ona
”
na końcu”. Mianowicie przyjmijmy, że

E :=





m0∑

j1=1


. . .




mj1,...,jn−1∑

jn=1

|zj1,...,jn |
2




pj1,...,jn−1

. . .




pj1

+

|zm0+1|
2 + . . .+ |zm0+r|

2 < 1
}
,

gdzie r jest najwiȩksza̧ możliwa̧ liczba̧ postaci takiej jak powyżej. Bez straty
ogólności możemy za lożyć, że jeśli r = 0, to wtedy m0 > 1.

Przyjmijmy również, że E ⊂ CN , gdzie N = N1 + r.

Propozycja 3.3.1. Niech D bȩdzie wypuk lym, ograniczonym zupe lnym obszarem
Reinhardta. Niech Φ : D −→ E bȩdzie odwzorowaniem biholomorficznym. Za lóż-
my, że wspó lczynniki p z definicji E spe lniaja̧ dodatkowo nastȩpuja̧ce warunki

pj1,...,jn . . . pj1,...,jk >
1

2
dla dowolnych (j1, . . . , jn) i k = 1, . . . , n. (3.3.1)

Jeśli za lożymy, że Φ(0) = b,

gdzie bm0+1 = . . . = bm0+r = 0, (3.3.2)

to wtedy b = 0.

Dla dowodu powyższej propozycji potrzebujemy lematu bȩda̧cego prosta̧ kon-
sekwencja̧ Twierdzenia 3.2.1.
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Lemat 3.3.2. Niech ϕ i E bȩda̧ takie, jak w Twierdzeniu 3.2.1. Ustalmy pewien

wskaźnik (
o
j1, . . . ,

o
jk), gdzie k ∈ {1, . . . , n− 1}. Wtedy

jeśli αo

j1,... ,
o

jk,jk+1

= 1 dla jk+1 = 1, . . . ,mo

j1,...,
o

jk
, to wówczas αo

j1,...,
o

jk
= 1.

Dowód Propozycji 3.3.1. Ograniczmy nasza̧ uwagȩ do przypadku dim E > 1. Wia-
domo, że Φ rozszerza siȩ do biholomorfizmu miȩdzy otoczeniami D̄ i Ē (zob. [Bell],
również [Jar-Pfl], Theorem 6.1.10 (45)).

Przypuśćmy, że b 6= 0. Wtedy mamy naturalnie N1 > 0. Innymi s lowy istnieje

wskaźnik (
o
j1, . . . ,

o
jn) taki, że

bo
j1,...,

o

jn
6= 0. (3.3.3)

Zmieniaja̧c jeśli potrzeba p z definicji E , ale w ten sposób, żeby nowe p defin-
iowa ly tȩ sama̧ pseudoelipsoidȩ E i spe lnia ly dalej warunek (3.3.1), możemy za lo-

żyć, że istnieja̧ k ∈ {1, . . . , n− 1} i (
o
j1, . . . ,

o
jn) takie, że

po

j1,...,
o

jn
. . . po

j1,...,
o

jk
6= 1 i jeśli k ≥ 2, to wtedy (3.3.4)

po

j1,...,
o

jn
. . . po

j1,...,
o

jk−1

= . . . = po

j1,...,
o

jn
. . . po

j1
= 1 i mo

j1,...,
o

jk−1

> 1.

Dla punktu z ∈ ∂D zdefiniujmy odwzorowanie

ϕz : E ∋ λ −→ λz ∈ D,

które jest geodezyjna̧ w D (zob. np. [Jar-Pfl], Proposition 2.2.1).
Na mocy (3.3.4) istnieje punkt w ∈ ∂E taki, że

wo

j1,...,
o

jk
= 0 oraz wo

j1,... ,
o

jk−1,jk
6= 0 (3.3.5)

o ile tylko jk 6=
o
jk. Co wiȩcej, istnieje zawsze co najmniej jedno jk z ta̧ w lasnościa̧

(na mocy za lożeń na lożonych na E i faktu, że mo

j1,...,
o

jk−1

> 1, gdy k ≥ 2).

Ponieważ rozszerzenie odwzorowania Φ jest homeomorfizmem miȩdzy D̄ i Ē ,
istnieje zatem ϕz takie, że ψ := Φ ◦ ϕz jest geodezyjna̧ zespolona̧ w E  la̧cza̧ca̧ b z
w (ψ traktujemy teraz jako odwzorowanie na Ē), a nawet wiȩcej

ψ(0) = b, ψ(1) = w. (3.3.6)

Ponieważ (z powodu (3.3.3)) ψo

j1,...,
o

jn
6≡ 0, dostajemy ze wzglȩdu na postać

geodezyjnych w E (lub jeśli, któraś ze sk ladowych jest równa identycznie 0, w

(45) Twierdzenie ([Bell]). Niech G1 i G2 bȩda̧ ograniczonymi zupe lnymi obszarami Rein-
hardta w Cn. Wtedy dowolne odwzorowanie biholomorficzne obszarów G1 i G2 rozszerza siȩ
holomorficznie do otwartego otoczenia Ḡ1.
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pewnej ”niżej” wymiarowej pseudoelipsoidzie, zob. Uwaga 3.2.3), (3.3.5) i (3.3.6),

że
αo

j1,...,
o

jn
= 1. (3.3.7)

I z tych samych powodów co powyżej mamy nawet wiȩcej.

Jeśli ψo

j1,... ,
o

jk,jk+1,... ,jn
6≡ 0, to wtedy αo

j1,... ,
o

jk,jk+1,... ,jn
= 1. (3.3.8)

Twierdzimy, że
|αo

j1,...,
o

jk−1

| < 1. (3.3.9)

Ponieważ |α0| < 1, wiȩc sprawa jest za latwiona w przypadku k = 1. Przypuśćmy
zatem, że (3.3.9) nie zachodzi dla k ≥ 2. Oznacza to, ze wzglȩdu na postać
geodezyjnych w E i (3.3.7), że αo

j1,...,
o

jk−1

= 1 i w konsekwencji dla wszelkich

możliwych (jk, . . . , jn) dostajemy αo

j1,... ,
o

jk−1,jk,... ,jn
= 1 lub ψo

j1,... ,
o

jk−1,jk,... ,jn
≡

0. To implikuje, że (zob. (3.3.4))

ψo

j1,... ,
o

jk−1,jk,... ,jn
(λ) =

C(jk, . . . , jn)


 1 − λ

1 − ᾱo

j1,...,
o

jk−2

λ




k−2∏

l=1




1 − ᾱo

j1,...,
o

jl
λ

1 − ᾱo

j1,...,
o

jl−1

λ


 , (3.3.10)

z iloczynem równym 1, gdy k = 2.
Uwaga 3.2.6 razem z (3.3.10) implikuja̧, że (pamiȩtajmy, iż α0 ∈ E)

wo

j1,... ,
o

jk−1,jk,... ,jn
= ψo

j1,... ,
o

jk−1,jk,... ,jn
(1) = 0

dla wszelkich możliwych (jk, . . . , jn), co przeczy jednak (3.3.5)  la̧cznie z uwaga̧
tuż pod nia̧.

Na mocy (3.3.7), (3.3.8) i Lematu 3.3.2 zastosowanego wielokrotnie (w razie
potrzeby do pewnej ”niżej” wymiarowej pseudoelipsoidy) dostajemy równość

αo

j1,...,
o

jk
= 1.

Dlatego też mamy (zob. (3.3.4))

ψo

j1,...,
o

jn
(λ) =

C


 1 − λ

1 − ᾱo

j1,...,
o

jk−1

λ




1
po
j1,...,

o
jn

...po
j1,...,

o
jk

k−1∏

l=1




1 − ᾱo

j1,...,
o

jl
λ

1 − ᾱo

j1,...,
o

jl−1

λ


 , (3.3.11)

z iloczynem równym 1, gdy k = 1.
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Ponieważ ϕz rozszerza siȩ holomorficznie w otoczeniu 1, wiȩc również tȩ sama̧
w lasność posiada ψo

j1,...,
o

jn
, ale za lożylísmy, że po

j1,...,
o

jn
. . . po

j1,...,
o

jk
nie jest 1 i jest

wiȩksze od 1
2 . Powoduje to, że funkcja ψo

j1,...,
o

jn
nie jest holomorficzna w otoczeniu

1 (zob. (3.3.11)) – sprzeczność. Kończy to dowód Propozycji 3.3.1. �

Dowód Lematu 3.3.2. Z Twierdzenia 3.2.1 otrzymujemy, że

αo

j1,...,
o

jk
=

mo
j1,...,

o
jk∑

jk+1=1

|ao

j1,... ,
o

jk,jk+1

|2αo

j1,... ,
o

jk,jk+1

=

mo
j1,...,

o
jk∑

jk+1=1

|ao

j1,... ,
o

jk,jk+1

|2.

I co wiȩcej

1 +α2
o

j1,...,
o

jk
= 1 + |αo

j1,...,
o

jk
|2 =

mo
j1,...,

o
jk∑

jk+1=1

|ao

j1,... ,
o

jk,jk+1

|2
(

1 + |αo

j1,... ,
o

jk,jk+1

|2
)

=

2

mo
j1,...,

o
jk∑

jk+1=1

|ao

j1,... ,
o

jk,jk+1

|2 = 2αo

j1,...,
o

jk

Ostatnia równość kończy dowód. �

Dla opisu automorfizmów holomorficznych w E potrzebujemy nastȩpuja̧cego
lematu.

Lemat 3.3.3. Niech E bȩdzie takie jak w Propozycji 3.3.2. Niech a′ ∈ Br i
Ψ ∈ AutBr bȩda̧ takie, że Ψ(a′) = 0. Zdefiniujmy odwzorowanie Φ : E −→ CN

w sposób nastȩpuja̧cy. Dla punktu (z′, w′) ∈ E, gdzie z′ = (z1, . . . , zm0) ∈ CN1 i
w′ ∈ Br definiujemy

Φj1,...,jn(z′, w′) := zj1,...,jn

(
1 − ‖a′‖2

(1 − 〈w′, a′〉)2

) 1
2pj1,...,jn

...pj1

,

Φm0+k(z′, w′) := Ψk(w′) for k = 1, . . . , r.

Wtedy
Φ ∈ Aut E .

Dowód (jak w [Jar-Pfl], Lemma 8.5.2). Jeśli r = 0 lub N1 = 0, wtedy teza lematu
jest oczywista. Rozważmy pozosta le przypadki.

 Latwo można sprawdzić, że Φ jest iniektywnym odwzorowaniem holomorficz-
nym. Wiemy, że

‖Ψ(w′)‖ = c∗Br
(0,Ψ(w′) = c∗Br

(a′, w′) =

(
1 −

(1 − ‖a′‖2)(1 − ‖w′‖2)

|1 − 〈w′, a′〉|2

) 1
2
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dla w′ ∈ Br (zob. wzór na c∗
Br

w Rozdziale I).

Zatem dla (z′, w′) ∈ Ē otrzymujemy

m0∑

j1=1


. . .




mj1,...,jn−1∑

jn=1

|Φj1,...,jn(z′, w′)|2




pj1,...,jn−1

. . .




pj1

+

r∑

t=1

|Φm0+t(z
′, w′)|2 = 1 −

1 − ‖a′||2

|1 − 〈w′, a′〉|2
·


1 −

m0∑

j1=1


. . .




mj1,...,jn−1∑

jn=1

|zj1,...,jn |
2




pj1,...,jn−1

. . .




pj1

−

r∑

t=1

|w′
t|
2


 ,

co kończy dowód. �

Propozycja 3.3.1 i Lemat 3.3.3 pozwalaja̧ zredukować problem opisu automor-
fizmów holomorficznych wypuk lych pseudoelipsoid zespolonych do przypadku au-
tomorfizmów zachowuja̧cych środek (przy za lożeniu w lasności (3.3.1)). Z kolei na
mocy Twierdzenia Cartana (46) wiemy, że dowolny automorfizm holomorficzny E ,
który zachowuje środek jest odwzorowaniem liniowym. Zatem nasze wyniki do-
prowadzaja̧ nas do rozwia̧zania problemu opisu automorfizmów holomorficznych
pseudoelipsoid uogólnionych poprzez sprowadzenie go do rozwia̧zania analogiczne-
go problemu dla automorfizmów liniowych.

3.4. BIHOLOMORFICZNA RÓWNOWAŻNOŚĆ

WYPUK LYCH ELIPSOID ZESPOLONYCH

W tej czȩści pracy powracamy niejako do źróde l. To znaczy przestaniemy
rozważać pseudoelipsoidy uogólnione i ograniczymy siȩ jedynie do ich najprost-
szego przypadku, czyli do elipsoid. Oznaczmy:

E(p) := {|z1|
2p1 + . . .+ |zn|

2pn < 1} ⊂ C
n,

gdzie p = (p1, . . . , pn), n > 1 oraz pj > 0 dla j = 1, . . . , n.
Poniżej dowiedziemy nastȩpuja̧cego twierdzenia:

Twierdzenie 3.4.1.Niech E(p) i E(q) bȩda̧ wypuk lymi elipsoidami zespolonymi.
Wtedy E(p) jest biholomorficznie równoważne z E(q) wtedy i tylko wtedy, gdy p = q
(z dok ladnościa̧ do permutacji).

Powyższe twierdzenie pozostaje prawdziwe również w przypadku ogólnym (to
znaczy bez za lożenia wypuk lości – zob. np. [Naru]). Jednakże dowody podawane

(46) Twierdzenie (zob. np. [Kra], § 11.1). Niech D ⊂ Cn bȩdzie ograniczonym obszarem
ko lowym (tzn. takim, że jeśli (z1, . . . , zn) ∈ D, to wówczas również (λ1z1, . . . , λnzn) ∈ D dla
wszelkich |λ1| = . . . = |λn| = 1) takim, że 0 ∈ D. Niech Φ ∈ Aut(D) spe lnia warunek Φ(0) = 0.
Wówczas Φ jest odwzorowaniem liniowym.
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przez autorów wymagaja̧ znajomości wielu wyników z zakresu teorii Liego, ewen-
tualnie z teorii ja̧dra Bergmana. Nasz dowód za to stanowi odpowiedź na py-
tanie postawione przez autorów w [Jar-Pfl] (§ 8.5) o istnienie dowodu Twier-
dzenia 3.4.1 opartego na opisie geodezyjnych zespolonych i jest stosunkowo ele-
mentarny. Podkreślmy tutaj, że jedynym powodem, dla którego nasze rozważania
zacieśniamy do przypadku wypuk lego jest fakt, że funkcje opisane we wzorze (†) sa̧
niezmiennicze wzglȩdem odwzorowań biholomorficznych elipsoid wypuk lych (jako
geodezyjne zespolone). Czy tȩ w lasność posiadaja̧ również elipsoidy niewypuk le
niestety nie wiemy (47)? Dlatego też zauważmy, że nasz dowód pozosta lby praw-
dziwy, gdybyśmy wiedzieli, że również w przypadku niewypuk lym odwzorowania
postaci (†) (zauważmy, że w tym przypadku wzory (†) opisuja̧ dalej funkcje o obra-
zie leża̧cym w E(p)) sa̧ niezmiennikami odwzorowań biholomorficznych elipsoid —
na przyk lad, gdyby okaza lo siȩ, że pewne d-geodezyjne sa̧ postaci (†) (48).

Kluczowym faktem potrzebnym do dowodu naszego twierdzenia bȩdzie możli-
wość rozszerzania biholomorfizmów elipsoid do homeomorfizmów ich domkniȩć.
Choć znane jest twierdzenie dużo ogólniejsze (zob. [Jar-Pfl], Theorem 6.1.10 ;
[Bell] (49)) my jednak ograniczymy siȩ do sformu lowania i udowodnienia twierdze-
nia s labszego.

Twierdzenie 3.4.2. Niech Φ : E(p) −→ E(q) bȩdzie odwzorowaniem biholomor-
ficznym, gdzie pj , qj ≥ 1

2 dla j = 1, . . . , n. Wtedy Φ rozszerza siȩ do homeomor-
fizmu domkniȩć tych elipsoid.

Jak już wspomnielísmy, dla dowodu Twierdzenia 3.4.1 kluczowe znaczenie bȩ-
dzie mia lo Twierdzenie 3.2.1, które poniżej przeformu lujemy dla szczególnego przy-
padku wypuk lych elipsoid zespolonych i podamy je z dodatkowym wynikiem jed-
noznaczności geodezyjnych zespolonych (zob. [Jar-Pfl-Zei]) (50).

Twierdzenie 3.4.3. Niech ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) : E −→ Cn bȩdzie ograniczonym
odwzorowaniem holomorficznym. Niech pj ≥ 1

2 dla j = 1, . . . , n. Wtedy ϕ jest
geodezyjna̧ zespolona̧ w E(p) wtedy i tylko wtedy, gdy

ϕj(λ) = aj

(
λ− αj

1 − ᾱjλ

)rj (1 − ᾱjλ

1 − ᾱ0λ

) 1
pj

lub (3.4.1)

ϕj(λ) = 0, (3.4.2)

gdzie w przypadku (3.4.1)

(47) Pewne pozytywne wyniki w tym kierunku uzyskane zosta ly ostatnio w [Pfl-Zwo].
(48) W przypadku niewypuk lym w elipsoidach nie ma równości miȩdzy odleg lościa̧ Kobaya-

shiego i Carathéodory’ego, wiȩc nie możemy mówić o geodezyjnych zespolonych.
(49) Twierdzenie tego typu wykorzystalísmy już w § 3.3, jednakże w tym Podrozdziale prag-

niemy otrzymać dowód Twierdzenia 3.4.1 za pomoca̧ dużo prostszych metod, dlatego też przed-
stawiamy elementarne dowody wszelkich wyników potrzebnych do dowodu naszego g lównego
twierdzenia, nie troszcza̧c siȩ o to by by ly one maksymalnie ogólne.

(50) W wypowiedzi tego twierdzenia rezygnujemy też z za lożenia niezerowania siȩ wszystkich
sk ladowych, robimy tak wy la̧cznie ze wzglȩdu na to, że tak sformu lowane twierdzenie bȩdzie
wygodniejsze w

”
użyciu”.
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rj ∈ {0, 1},
aj ∈ C∗,
α0 ∈ E,
αj ∈ E dla j takiego, że rj = 1,
αj ∈ Ē dla j takiego, że rj = 0,

i (w przypadku (3.4.1) definiujemy αj := 0, aj := 0, rj := 0),

α0 =
n∑

j=1

|aj |
2pjαj ,

1 + |α0|
2 =

n∑

j=1

|aj |
2pj (1 + |αj |

2).

Dodatkowo przypadek taki, że dla dowolnego j = 1, . . . , n odwzorowanie ϕj jest
postaci (3.4.2) lub postaci (3.4.1) z rj = 0 i αj = α0 dla j = 1, . . . , n jest wyklu-

czony. Ga lȩzie potȩg sa̧ wziȩte tak, by 1
1
pj = 1.

W dowodzie Twierdzenia 3.4.1 wykorzystamy nastȩpuja̧cy prosty (lecz żmudny
rachunkowo do udowodnienia i dlatego podany bez dowodu) lemat.

Lemat 3.4.4. Za lóżmy, że dla pewnych ustalonych a, b, c, d ∈ C i 1 6= s > 0 oraz
α ∈ Ē, β ∈ E, t ≥ 0 zachodzi równość

a+ bλs

c+ dλs
=

(
λ− α

1 − ᾱλ

)t(
1 − ᾱλ

1 − β̄λ

)

dla λ z pewnego niepustego otwartego zbioru w E. Jeśli funkcje wystȩpuja̧ce po
obu stronach powyższej równości nie sa̧ sta le, to wtedy

t = s i α = β = 0.

Dowód Twierdzenia 3.4.1. Niech Φ : E(p) −→ E(q) bȩdzie odwzorowaniem biholo-
morficznym, które na mocy Twierdzenia 3.4.2 rozszerza siȩ do homeomorfizmu
domkniȩć elipsoid. Dlatego też możemy wybrać zbiory otwarte ∅ 6= U1 ⊂ E(p),
∅ 6= U2 ⊂ E(q) takie, że U1 (odpowiednio U2) jest czȩścia̧ wspólna̧ pewnej kuli
euklidesowej w Cn, nie leża̧cej ca lkowicie w E(p) (odpowiednio w E(q)), z E(p)
(odp. z E(q)). Dodatkowo możemy za lożyć, że oba obszary U1 i U2 nie zawieraja̧
punktów o wspó lrzȩdnych równych 0 oraz, że Φ(U1) ⊂ U2. Co wiȩcej, istnieja̧

obszary ∅ 6= Ũ1, Ũ2 ⊂ Bn takie, że odwzorowania

zp : U1 ∋ z −→ (zp1

1 , . . . , z
pn
n ) ∈ Ũ1, (3.4.3)

zq : U2 ∋ z −→ (zq11 , . . . , z
qn
n ) ∈ Ũ2

sa̧ biholomorficzne.
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Oznaczmy odwzorowania odwrotne do zp i zq przez z
1
p i z

1
q .

Zdefiniujmy

F := zq ◦ Φ ◦ z
1
p na Ũ1. (3.4.4)

Zauważmy, że odwzorowanie F jest biholomorfizmem na obraz, który rozszerza
siȩ do homoeomorfizmu miȩdzy domkniȩciami obszarów odwzorowuja̧cego czȩść
brzegu leża̧ca̧ w ∂Bn w ∂Bn.

Na mocy Twierdzenia Rudina (zob. [Rud] (51)) otrzymujemy, że (wspomnij-
my, że wynik Rudina uzyskany jest za pomoca̧ elementarnych w lasności funkcji
holomorficznych, co powoduje, że również nasz dowód pozostaje elementarny (52))

F jest restrykcja̧ automorfizmu Bn do Ũ1, (3.4.5)

co na mocy (3.4.4) oznacza, że

z
1
q ◦ F ◦ zp = Φ na U1, gdzie F ∈ AutBn. (3.4.6)

Wykorzystuja̧c wzór (3.4.6) zakończymy poniżej dowód naszego twierdzenia.

Rozważmy nastȩpuja̧ce geodezyjne zespolone (zob. Twierdzenie 3.4.3) w E(p):

ϕ(j0,A1,... ,An)(λ) := (A1, . . . , Aj0−1, Aj0λ,Aj0+1, . . . , An), (3.4.7)

gdzie 1 ≤ j0 ≤ n oraz punkty (A1, . . . , An) ∈ ∂E(p) sa̧ wziȩte z pewnego otwartego,
niepustego podzbioru ∂E(p) wybranego tak, żeby

ϕ(j0,A1,... ,An)(V ) ⊂ U1 dla pewnego zbioru otwartego ∅ 6= V ⊂ E. (3.4.8)

Zauważmy, że Aj 6= 0 dla j = 1, . . . , n oraz że punkty (A1, . . . , Ǎj0 , . . . , An)
możemy wybrać z pewnego niepustego zbioru otwartego w E((p1, . . . , p̌j0 , . . . , pn)).

Rozważmy dwa przypadki w zależności od postaci F (por. wzory na automor-
fizmy w jednostkowej kuli euklidesowej w Rozdziale I).

F = C ◦ Fb, gdzie 0 6= b ∈ Bn i (3.4.9)

Fb(z) =
1

‖b‖2
‖b‖2(z

√
1 − ‖b‖2 − b) + 〈z, b〉b(1 −

√
1 − ‖b‖2)

1 − 〈z, b〉
,

gdzie 〈·, ·〉 jest standardowym iloczynem skalarnym w Cn lub

F = C, (3.4.10)

(51) Twierdzenie Rudina pozostaje prawdziwe nawet przy za lożeniu dużo mniejszej regu-

larności funkcji w pobliżu brzegu kuli.
(52) Podkreślmy, że Twierdzenie Rudina, z którego tutaj korzystamy, można również udo-

wodnić wykorzystuja̧c wzory na c∗
Bn

i prowadza̧c rozumowanie podobne do tego z § 2.1.
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gdzie w obydwu przypadkach C = [ckl]1≤k,l≤n jest odwzorowaniem unitarnym.

Poniżej dowiedziemy, że w obydwu przypadkach mamy nastȩpuja̧ca zależność:

jeśli pj0 6= 1, wtedy istnieje 1 ≤ k0 ≤ n takie, że qk0 = pj0 ; (3.4.11)

dla j0 6= j1 takich, że pj0 = pj1 6= 1

istnieja̧ liczby 1 ≤ k0, k1 ≤ n takie, że k0 6= k1 i qk0 = qk1 = pj0 .

Zauważmy, że jeśli za lożymy (3.4.11) to stosuja̧c to samo rozumowanie do
Φ−1 otrzymamy, że p = q z dok ladnościa̧ do permutacji, co zakończy dowód
twierdzenia.

Dlatego wystarczy, że dowiedziemy (3.4.11) w obu możliwych przypadkach
(3.4.9) i (3.4.10).

Na mocy (3.4.6) mamy

F ◦ (ϕ(j0,A1,... ,An)(λ)p) = zq ◦ Φ(ϕ(j0,A1,... ,An)(λ)) dla λ ∈ V . (3.4.12)

Ustalmy j0 takie, że pj0 6= 1.
Rozważmy najpierw przypadek (3.4.9). Wtedy mamy dla λ ∈ V

gdy j 6= j0, to wówczas
(
Fb(ϕ(j0,A1,... ,An)(λ)p)

)
j

=
1

‖b‖2
·

‖b2‖
(
A

pj

j

√
1 − ‖b‖2 − bj

)
+
(∑

l 6=j0
Apl

l b̄l +A
pj0

j0
b̄j0λ

pj0

)
bj

(
1 −

√
1 − ‖b‖2

)

1 −
∑

l 6=j0
Apl

l b̄l −A
pj0

j0
b̄j0λ

pj0
(3.4.13)

oraz

(
Fb(ϕ(j0,A1,... ,An)(λ)p)

)
j0

=
1

‖b‖2

‖b‖2
(
A

pj0

j0
λpj0

√
1 − ‖b‖2 − bj0

)
+

1 −
∑

l 6=j0
Apl

l b̄l −A
pj0

j0
b̄j0λ

pj0

(∑
l 6=j0

Apl

l b̄l +A
pj0

j0
b̄j0λ

pj0

)
bj0

(
1 −

√
1 − ‖b‖2

)

1 −
∑

l 6=j0
Apl

l b̄l −A
pj0

j0
b̄j0λ

pj0

. (3.4.14)

W konsekwencji dla k = 1, . . . , n mamy

(
F (ϕ(j0,A1,... ,An)(λ)p)

)
k

=
1

‖b‖2
D1λ

pj0 +D2

1 −
∑

l 6=j0
Apl

l b̄l −A
pj0

j0
b̄j0λ

pj0

, (3.4.15)

gdzie

D1 =
(∑

j

ckjbj
)(
A

pj0

j0
b̄j0
(
1 −

√
1 − ‖b‖2

))
+ ckj0‖b‖

2A
pj0

j0

√
1 − ‖b‖2,
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D2 = ‖b‖2
∑

j 6=j0

ckj
(
A

pj

j

√
1 − ‖b‖2 − bj

)
− ckj0‖b‖

2bj0+

(∑

l 6=j0

Apl

l b̄l
)∑

j

bjckj
(
1 −

√
1 − ‖b‖2

)

W lasności funkcji ϕ(j0,A1,... ,An) oraz Twierdzenie 3.4.3 implikuja̧, że odwzoro-
wanie Φ ◦ ϕ(j0,A1,... ,An) jest geodezyjna̧ zespolona̧ nastȩpuja̧cej postaci

(
Φ ◦ ϕ(j0,A1,... ,An)

)qk
k

(λ) = aqkk

(
λ− αk

1 − ᾱkλ

)rkqk (1 − ᾱkλ

1 − ᾱ0λ

)
, (3.4.16)

gdzie rk, αk, α0, ak maja̧ w lasności jak w Twierdzeniu 3.4.3.
Porównuja̧c wyrażenia i potȩgi w (3.4.15) i (3.4.16) dostajemy na mocy Lematu

3.4.4, że wyrażenie
(
Φ ◦ ϕ(j0,A1,... ,An)

)qk
k

może być niesta le tylko dla k takich, że

qk = pj0 , gdzie rk = 1, αk = α0 = 0. (3.4.17)

Otrzymujemy zatem równość bj0 = 0 (któraś ze sk ladowej geodezyjnej ze-
spolonej musi być niesta la) i poza tym

D1 6= 0 i D2 = 0 dla k takich, że
(
Φ ◦ ϕ(j0,A1,... ,An)

)qk
k

nie jest funkcja̧ sta la̧,
(3.4.18)

D1 = 0 dla k takich, że qk 6= pj0 .

Na mocy (3.4.18) wnioskujemy, że

ckj0 6= 0 dla k takich, że
(
Φ ◦ ϕ(j0,A1,... ,An)

)qk
k

jest niesta le

i ckj0 = 0 dla k takich, że qk 6= pj0 . (3.4.19)

Sta̧d wiemy, że dla wszelkich j takich, że pj 6= 1 mamy

bj = 0 i ckj = 0, gdy qk 6= pj . (3.4.20)

Ponieważ F ◦ϕ(j0,A1,... ,An) jest niesta lym odwzorowaniem dla wszelkich możli-

wych (A1, . . . , An) istnieje, wiȩc k0 takie, że
(
Φ ◦ ϕ(j0,A1,... ,An)

)qk0
k0

jest niesta le dla

(A1, . . . , Ǎj0 , . . . , An) z pewnego podzbioru otwartego w E((p1, . . . , p̌j0 , . . . , pn)).
Zatem (3.4.18) implikuje, że
∑

j 6=j0

ck0j

(
‖b‖2

(
A

pj

j

√
1 − ‖b‖2− bj

)
+
(∑

l 6=j0

Apl

l b̄l
)
bj
(
1−
√

1 − ‖b‖2
))

= 0 (3.4.21)

dla (A1, . . . , Ǎj0 , . . . , An) z pewnego zbioru otwartego. Ale (3.4.21) jest na mocy
(3.4.20) równoważne nastȩpuja̧cej równości

∑

j 6=j0
qk0=pj 6=1

ck0j‖b‖
2A

pj

j

√
1 − ‖b‖2+

∑

j 6=j0
pj=1

ck0j

(
‖b‖2

(
Aj

√
1 − ‖b‖2 − bj

)
+
( ∑

l 6=j0
pl=1

Alb̄l
)
bj
(
1 −

√
1 − ‖b‖2

))
= 0
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dla liczb Aj takich jak powyżej, co z kolei implikuje, że

∑

j 6=j0
qk0=pj 6=1

ck0j‖b‖
2A

pj

j

√
1 − ‖b‖2 = constant

gdzie punkty A
pj

j 6= 0 dla j takich, że pj = qk0 oraz j 6= j0 sa̧ wziȩte z pewnego
niepustego zbioru otwartego.

Dlatego też

ck0j0 6= 0 i ck0j = 0 dla j 6= j0 takich, że qk0 = pj = pj0 . (3.4.22)

Dla j0 6= j1 spe lniaja̧cych warunek pj0 = pj1 6= 1 widać, na mocy (3.4.22)
(pamiȩtajmy, że C jest odwzorowaniem unitarnym), że istnieja̧ k0 6= k1 takie, że
qk0 = qk1 = pj0 . Kończy to dowód (3.4.11) w przypadku (3.4.9).

W przypadku (3.4.10) mamy

(F (ϕ(j0,A1,... ,An)(λ)p))k =
∑

j 6=j0

ckjA
pj

j + ckj0A
pj0

j0
λpj0 (3.4.23)

Analogicznie jak wcześniej widać, że wyrażenie (3.4.23) musi być równe wyra-
żeniu (3.4.16), co implikuje, że (zob. Lemat 3.4.4) (3.4.23) nie jest sta le tylko dla
k takich, że

qk = pj0 , gdzie rk = 1, αk = α0 = 0. (3.4.24)

Weźmy k0 analogicznie jak we wcześniejszym przypadku takie, że (3.4.23) nie
jest sta le dla (A1, . . . , Ǎj0 , . . . , An) wybranych z pewnego niepustego zbioru ot-
wartego leża̧cego w E((p1, . . . , p̌j0 , . . . , pn)).  Latwo wtedy wnioskujemy, że

∑

j 6=j0

ck0jA
pj

j = 0,

co implikuje, że ck0j = 0 dla j 6= j0, a wiȩc ck0j0 6= 0, co na mocy unitarności C
kończy dowód (3.4.11). �

Do dowodu Twierdzenia 3.4.2 potrzebować bȩdziemy nastȩpuja̧cego lematu.

Lemat 3.4.5. Niech ϕk, ϕ0 : Ē −→ Ē dla k = 1, 2, . . . bȩda̧ odwzorowaniami
nastȩpuja̧cej postaci

ϕk(λ) = ak

(
λ− αk

1 − ᾱkλ

)rk (1 − ᾱkλ

1 − β̄kλ

) 1
m

, dla k = 0, 1, . . . , (3.4.25)

gdzie
m > 0,
rk ∈ {0, 1},
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ak ∈ C∗,
βk ∈ E,
αk ∈ E jeśli rk = 1,
αk ∈ Ē jeśli rk = 0.

oraz przyjmijmy, że 1
1
m = 1. Za lóżmy, że

ϕk(0) = ϕ0(0) i ϕk −→ ϕ0 lokalnie jednostajnie na E. (3.4.26)

Dodatkowo za lóżmy, że jeśli ϕ0 jest sta le (wiȩc r0 = 0, α0 = β0), to wtedy βk → β0.
Wówczas

ϕk −→ ϕ0 jednostajnie na Ē i βk −→ β0.

Zauważmy, że w za lożeniach lematu nie na lożylísmy żadnych dodatkowych
ograniczeń na potȩgi wystȩpuja̧ce w jego wypowiedzi. Widzimy wiȩc, że lemat
ten bȩdzie móg l być w bezpośredni sposób zastosowany w dowodzie Twierdzenia
3.4.1 również w przypadku niewypuk lym.

Dowód Twierdzenia 3.4.2. Dla dowolnego punktu z ∈ ∂E(p) zdefiniujmy odwzoro-
wanie

ϕz(λ) := λz,

które jest oczywíscie geodezyjna̧ zespolona̧. Dla z ∈ ∂E(p) odwzorowanie

ψz := Φ ◦ ϕz jest geodezyjna̧ zespolona̧ w E(q).

Co wiȩcej, na mocy Twierdzenia 3.4.3, możemy rozszerzyć ψz w sposób cia̧g ly
do Ē. Oznaczmy to rozszerzenie również przez ψz . Możemy zatem zdefiniować
odwzorowanie

Φ̃ : E(p) ∋ z −→

{
Φ(z), dla z ∈ E(p)

ψz(1), dla z ∈ ∂E(p)
.

Poniżej dowiedziemy, że Φ̃ jest rozszerzeniem, którego poszukujemy.
Zauważmy, że dla z ∈ ∂E(p)

ψz(0) = Φ(0) = constant. (3.4.27)

Co wiȩcej, ϕz −→
z−→z0
z∈∂E(p)

ϕz0 jednostajnie na E. W konsekwencji dla z0 ∈ ∂E(p)

ψz −→
z−→z0
z∈∂E(p)

ψz0 niemal jednostajnie na E. (3.4.28)

Poniżej dowiedziemy wiȩcej, mianowicie, że dla z0 ∈ ∂E(p)

ψz −→
z−→z0
z∈∂E(p)

ψz0 jednostajnie na Ē. (3.4.29)

Żeby dowieść (3.4.29) wystarczy pokazać jednostajna̧ zbieżność na Ē sk lado-
wych geodezyjnych wystȩpuja̧cych w powyższym wzorze. Na mocy Twierdzenia
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3.4.3 sk ladowe tych geodezyjnych sa̧ postaci takiej jak odwzorowania w Lemacie
3.4.5 (lub identycznie równe 0). Dlatego też w przypadku, gdy (ψz0)j nie jest
sta le, wtedy na mocy Lematu 3.4.5 otrzymujemy ża̧dana̧ zbieżność. Weźmy zatem
1 ≤ j0 ≤ n takie, że (ψz0)j0 ≡ A dla pewnego A ∈ E. Istnieje oczywíscie
1 ≤ j1 ≤ n takie, że (ψz0)j1 nie jest sta le. Ponieważ, na mocy Twierdzenia
3.4.3, dla z bliskich z0 mamy

(ψz)j1(λ) = aj1,z

(
λ− αj1,z

1 − ᾱj1,zλ

)rj1,z
(

1 − ᾱj1,zλ

1 − ᾱ0,zλ

) 1
qj1

,

gdzie rj1,z ∈ {0, 1} i pozosta le wpó lczynniki sa̧ takie jak w Twierdzeniu 3.4.3,
otrzymamy, na mocy (3.4.28) i Lematu 3.4.5, że α0,z −→

z−→z0
z∈∂E(p)

α0,z0 , co implikuje w

szczególności, że

|α0,z | < δ < 1, dla z bliskich z0. (3.4.30)

Rozważmy przypadek A = 0.
Biora̧c pod uwagȩ tylko punkty z 6= z0 takie, że (ψz)j0 6≡ 0 tak jak wyżej mamy

(ψz)j0(λ) = aj0,z

(
λ− αj0,z

1 − ᾱj0,zλ

)rj0,z
(

1 − ᾱj0,zλ

1 − ᾱ0,zλ

) 1
qj0

. (3.4.31)

Twierdzimy, że

aj0,z −→
z−→z0
z∈∂E(p)

0. (3.4.32)

Żeby to zobaczyć zauważmy, że rj0,z = 1, w przeciwnym przypadku mielibyśmy
aj0,z = 0 (zob. (3.4.27)). Poza tym na mocy (3.4.27) dostajemy równość αj0,z =
0.  Latwo widać, że biora̧c dowolny punkt x ∈ E∗, otrzymamy ze zbieżności
(ψz(x))j0 −→ 0 w lasność (3.4.32). Ostatecznie na mocy (3.4.30), (3.4.32) i równoś-
ci αj0,z = 0 otrzymujemy wymagana̧ zbieżność.

Jeśli A 6= 0, wtedy po lóżmy (ψz0(λ))j0 = aj0,z0

(
1−ᾱj0,z0λ

1−ᾱ0,z0λ

) 1
qj0 . Ponieważ

wiemy, że α0,z −→ α0,z0 , na mocy Lematu 3.4.5 kończymy dowód tego przypadku.
Kończy to równocześnie dowód (3.4.29).

Zauważmy, że rozważaja̧c otoczenia punktu z0 ∈ ∂E(p) w E(p) postaci

Vz0 = {ϕz(t) dla 1 ≥ t > s, z ∈ ∂E(p), z jest z pewnego otoczenia z0}, (3.4.33)

dla pewnego s > 0, znajdujemy dla każdego otoczenia U punktu Φ̃(z0) w E(q)

pewien zbiór V postaci takiej, jak w (3.4.33) taki, że Φ̃(V ) ⊂ U (korzystamy tu z
w lasności (3.4.29)).

W konsekwencji otrzymujemy cia̧g lość odwzorowania Φ̃. Zwartość E(p) i E(q)

implikuje suriektywność Φ̃.
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Stosuja̧c to samo co powyżej rozumowanie do Φ−1 otrzymujemy cia̧g lość roz-

szerzenia Φ̃−1. Iniektywność Φ̃ (i równocześnie Φ̃−1) jest konsekwencja̧ cia̧g lości.
�

Do zakończenia rozważań pozosta l nam zatem tylko dowód Lematu 3.4.5.

Dowód Lematu 3.4.5. Na pocza̧tku dowiedziemy, że

αk −→ α0, βk −→ β0, (3.4.34)

i dodatkowo

jeśli r0 = 1, to wtedy rk = 1 dla dostatecznie dużych k oraz ak −→ a0 ,(i)

jeśli r0 = 0 i |α0| < 1, to wtedy rk = 0 i ak = a0 dla k dostatecznie dużych,

(ii)

jeśli r0 = 0, |α0| = 1 i rk = 0, to wtedy ak = a0,(iii)

jeśli r0 = 0, |α0| = 1 i rk = 1, to wtedy −akαk = a0.(iv)

Rozważmy przypadek (i). Twierdzenie Hurwitza implikuje, że funkcje ϕk posia-
daja̧ miejsca zerowe dla dostatecznie dużych k. Zatem

ϕk(λ) = ak
λ− αk

1 − ᾱkλ

(
1 − ᾱkλ

1 − β̄kλ

) 1
m

oraz αk −→ α0.
Zauważmy, że

istnieje M <∞ takie, że |ak| ≤M . (3.4.35)

W przeciwnym razie rozważaja̧c punkt x ∈ E taki, że α0 6= x otrzymalibyśmy

nieograniczoność wyrażenia ϕk(x) = ak
x−αk

1−ᾱkx

(
1−ᾱkx
1−β̄kx

) 1
m

, co sta loby w sprzecznoś-

ci z nierównościa̧ |ϕk(x)| ≤ 1.
Na mocy (3.4.26) wiemy, że

ϕk(0) = −akαk = −a0α0.

W przypadku α0 6= 0 implikuje to (razem ze zbieżnościa̧ αk −→ α0), że ak −→ a0
i w konsekwencji βk −→ β0. Za lóżmy zatem, że α0 = 0. Przypuśćmy, że ak nie
zmierza do a0 lub βk nie zmierza do β0. Oznacza to, że możemy wybrać pewien
podcia̧g taki, że ak −→ x, βk −→ y (dla naszej wygody używamy tego samego
oznaczenia dla cia̧gu i wybranego przez nas podcia̧gu) i x 6= a0 lub y 6= β0 oraz
|y| ≤ 1 (możemy wybrać taki podcia̧g ponieważ |βk| < 1 oraz z powodu (3.4.35)).
Ale to implikuje, że dla odpowiedniego podcia̧gu ϕk(λ) −→ xλ

(1−ȳλ)
1
m

, a zatem na

mocy (3.4.26), xλ

(1−ȳλ)
1
m

= a0λ

(1−β̄0λ)
1
m

dla λ ∈ E, co daje równość x = a0 i y = β0.

Daje to jednak sprzeczność i kończy ten przypadek.
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Rozważmy teraz  la̧cznie przypadki (ii) - (iv). Poniżej rozważamy dwa podcia̧gi
cia̧gu (ϕk)∞k=1, dla których powtórnie używamy tych samych oznaczeń co dla cia̧gu
wyj́sciowego.

Rozważmy mianowicie nastȩpuja̧cy podcia̧g: ϕk(λ) = ak

(
1−ᾱkλ
1−β̄kλ

) 1
m

, wtedy na

mocy (3.4.26) ak = a0 i dodatkowo dostajemy zbieżność αk −→ α0 oraz βk −→ β0;
gdyby to nie zachodzi lo to wówczas wybralibyśmy podcia̧g ϕk taki, że αk −→ x
i βk −→ y, gdzie y 6= β0 lub x 6= α0, co po wykorzystaniu zbieżności podcia̧gu
ϕk prowadzi loby do sprzeczności podobnie jak powyżej (zauważmy, że jeśli odw-
zorowanie ϕ0 jest sta le, to wtedy mamy x = α0, w przeciwnym razie α0 6= β0).

Zatem zosta l nam do rozważenia nastȩpuja̧cy przypadek

ϕk(λ) = ak
λ− αk

1 − ᾱkλ

(
1 − ᾱkλ

1 − β̄kλ

) 1
m

, (3.4.36)

który z powodu zależności ϕk(0) = −akαk = a0 = ϕ0(0), może być zapisany w
nastȩpuja̧cej postaci:

ϕk(λ) = a0
1 − 1

αk
λ

1 − ᾱkλ

(
1 − ᾱkλ

1 − β̄kλ

) 1
m

, (3.4.37)

Na pocza̧tku zauważmy, że |αk| −→ 1. Gdyby tak nie by lo, to wówczas
możnaby wybrać pewien podcia̧g cia̧gu (ϕk)∞k=1 taki, że αk −→ x, gdzie |x| < 1,
ale na mocy (3.4.37) dostajemy, że ϕk(x) −→ 0 (pamiȩtamy, że |βk|, |αk| < 1) co
przeczy w lasności (3.4.26) (ponieważ ϕ0(x) 6= 0).

Chcemy dowieść, że αk −→ α0 (bȩdzie to również implikowa lo, że |α0| = 1).
Za lóżmy, że to nie zachodzi, zatem możemy przyja̧ć iż dla pewnego podcia̧gu
αk −→ x 6= α0, |x| = 1 i dodatkowo βk −→ y. W konsekwencji, na mocy (3.4.37)

ϕk(λ) −→ a0
1 − 1

xλ

1 − x̄λ

(
1 − x̄λ

1 − ȳλ

) 1
m

= a0

(
1 − x̄λ

1 − ȳλ

) 1
m

,

ale powyższa granica musi być równa

ϕ0(λ) = a0

(
1 − ᾱ0λ

1 − β̄0λ

) 1
m

.

A to dowodzi, że x = α0 i y = β0. Te rozważania kończa̧ dowód przypadków (ii) -
(iv).

Do zakończenia dowodu Lematu 3.4.5 bȩdziemy potrzebowali nastȩpuja̧cego,
prostego spostrzeżenia.

Rozważmy nastȩpuja̧ce odwzorowanie

Ψ : D := Ē × B̄(β, r) × Ē ∋ (βj , β0, λ) −→
1 − β̄jλ

1 − β̄0λ
∈ C,
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gdzie B̄(β, r) jest pewnym domkniȩtym ko lem w C o środku β ∈ E i promieniu
r > 0 takim, że B̄(β, r) ⊂ E.

Ψ jest odwzorowaniem cia̧g lym, wiȩc Ψ(D) jest zbiorem zwartym. Zauważmy,
że ponieważ Re(1 − β̄jλ) ≥ 0 i Re(1 − β̄0λ) > 0 zachodzi w lasność Ψ(D) ⊂
C \ (−∞, 0).

Na mocy powyższego spostrzeżenia oraz dodatkowo z powodu (3.4.34) dosta-
jemy nastȩpuja̧ca̧ zbieżność

(
1 − ᾱkλ

1 − β̄kλ

) 1
m

−→

(
1 − ᾱ0λ

1 − β̄0λ

) 1
m

jednostajnie na Ē. (3.4.38)

W konsekwencji dostajemy jednostajna̧ zbieżność cia̧gu ϕk do ϕ0 na Ē jeśli r0 = 1
lub r0 = 0 i |α0| < 1, oraz taka̧ sama̧ zbieżność podcia̧gu ϕk takiego, że rk = 0, do
ϕ0 jeśli r0 = 0 i |α0| = 1. Potrzebujemy jedynie dowieść, że funkcje ϕk z rk = 1
sa̧ zbieżne do ϕ0 jednostajnie na Ē, jeśli r0 = 0 i |α0| = 1

Chcemy zatem dowieść, że (zob. wzór (3.4.37))

a0
1 − 1

αk
λ

1 − ᾱkλ

(
1 − ᾱkλ

1 − β̄kλ

) 1
m

−→ a0

(
1 − ᾱ0λ

1 − β̄0λ

) 1
m

, (3.4.39)

jednostajnie na Ē.
Oznaczmy

fk(λ) :=
1 − 1

αk
λ

1 − ᾱkλ
, gk(λ) :=

(
1 − ᾱkλ

1 − β̄kλ

) 1
m

, dla k = 1, 2, . . . (3.4.40)

f0(λ) := 1, g0(λ) :=

(
1 − ᾱ0λ

1 − β̄0λ

) 1
m

.

Na mocy (3.4.38) wiemy, że

gk −→ g0 jednostajnie na Ē. (3.4.41)

Zauważmy, że dla 1
2 < |αk|, |λ| ≤ 1 mamy

|fk(λ) − f0(λ)| =
|λ|

|αk|

1 − |αk|
2

|1 − ᾱkλ|
, (3.4.42)

i w konsekwencji

|fk(λ) − f0(λ)| ≤ 2
(1 − |αk|)(1 + |αk|)

1 − |αk||λ|
< 4. (3.4.43)

Chcemy dowieść (3.4.39). Innymi s lowy chcemy pokazać, że |fkgk − f0g0| jest
zbieżne do 0 jednostajnie na Ē. Zauważmy, że

|fkgk − f0g0| ≤ |fk − f0||gk| + |f0||gk − g0|. (3.4.44)
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Na mocy (3.4.41) otrzymujemy jednostajna̧ zbieżność drugiego sk ladnika po prawej
stronie nierówności (3.4.44) do 0.

Żeby zakończyć dowód (3.4.44) wystarczy pokazać, że pierwsza sk ladowa w
(3.4.44) jest dowolnie ma la dla βk, αk leża̧cych dostatecznie blisko β0, α0.

Ustalmy ε > 0. Istnieje otoczenie V punktu α0 w Ē takie, że |gk(λ)| < ε
4 dla

λ ∈ V (z powodu (3.4.41), cia̧g lości g0 i równości g0(α0) = 0), ale ‖fk − f0‖Ē ≤
4 (zob. (3.4.43)) wiȩc na zbiorze V pierwsza sk ladowa (3.4.44) zachowuje siȩ

”dobrze”. Dla αk, βk odpowiednio bliskiego α0, β0 dostajemy na mocy (3.4.41),

że ‖gk‖Ē ≤ M < ∞. Z drugiej strony istnieje δ > 0 takie, że |1 − ᾱkλ| ≥ δ dla
λ ∈ Ē \V i dla αk bliskiego α0. Dlatego też jeśli weźmiemy αk odpowiednio bliskie
α0, otrzymamy na mocy (3.4.42), że

‖fk − f0‖Ē\V <
ε

M
,

co kończy dowód (3.4.39) i w konsekwencji dowód Lematu 3.4.5. �
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Najważniejsze oznaczenia

Oznaczenia ogólne

N – zbiór liczb naturalnych, 0 ∈ N

R – cia lo liczb rzeczywistych
C – cia lo liczb zespolonych
Re z, Im z – czȩść rzeczywista i urojona liczby z ∈ C

An – iloczyn kartezjański n zbiorów A, np. Cn

A∗ := A \ {0}, np. C∗

〈z, w〉 :=
∑n

j=1 zjw̄j , z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, w = (w1, . . . , wn)

‖z‖ := (〈z, z〉)
1
2 = (|z1|

2 + . . . |zn|
2)

1
2 , z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn

#A – moc zbioru A
[x] – czȩść ca lkowita liczby x ∈ R

maxA, minA – maksimum i minumum zbioru A
λ̄ – sprzȩżenie liczby λ ∈ C

Oznaczenia w Rozdziale I.

p – odleg lość Poincarégo 1
E := {λ ∈ C} – ko lo jednostkowe w C 1
O(X,Y ) – zbiór odwzorowań holomorficznych f : X −→ Y 1
O(X) := O(X,X) 1
Aut(X) – zbiór automorfizmów holomorficznych f : X −→ X 1
D – klasa wszystkich obszarów D ⊂ Cn, przy dowolnym n 1
d := (dD)D∈D – rodzina holomorficznie niezmiennicza 1
Isomd(D,G) – rodzina d-izometrii f : D −→ G 2
cD – pseudoodleg lość Carathéodory’ego dla D 2
k̃D – funkcja Lemperta dla D 2
kD – pseudoodleg lość Kobayashiego dla D 2
gD 2
ĝD – zespolona funkcja Greena 2
Bk – jednostkowa kula euklidesowa w Ck 3
α � β 3
Λ(α, β) 3
A 3
warunek (∗) 3
E – uogólniona pseudoelipsoida zespolona 3
(†) 6
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Oznaczenia w Rozdziale II.

[w, z]dD
– odcinek wzglȩdem dD  la̧cza̧cy w i z, w, z ∈ D 7

d∗D := tgh dD 7
U(Ck,Cl) 8
Isomd(D) := Isomd(D,D) 8
F̄ := {F̄ : F ∈ F} 8
Bα := Bα1 × . . .× Bαn

, α = (α1, . . . , αn) ∈ (N∗)n 9
L(α) 9
Hp – przestrzeń Hardy’ego, p ∈ (0,∞] 30
f∗(λ) – wartość radialna funkcji f , λ ∈ ∂E 30

Oznaczenia w Rozdziale III.

E(p) – elipsoida zespolona 33
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