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Wstep

Niniejsza praca sktada sie z trzech, lekko powigzanych, aczkolwiek niezaleznych
od siebie rozdziatow. Kazdy z nich jest czescia, szeroko rozumianej, geometrycznej
teorii funkcji.

Pierwszy rozdzial poswiecony jest badaniu geometrii obszaréow quasi-kotowych.
Rozpoczynamy od uogoélnienia klasycznego juz wyniku S. Bella o rozszerzaniu od-
wzorowan holomorficznych wtasciwych wzdtuz brzegu. Najwazniejszym wynikiem
tej czesci jest twierdzenie moéwigce, ze w do$é¢ duze klasie obszaréw brzegi Szytowa
i Bergmana sg niezmiennikami odwzorowan holomorficznych wtasciwych. Klasa ta
obejmuje quasi-zbalansowane obszary z cigglym funkcjonatem Minkowskiego. Wynik
ten pozwala natychmiast uzyska¢ opis brzegu Szytowa wielu obszaréw rozwazanych
ostatnio w analizie zespolonej (jak chocby zsymetryzowanego polidysku badz tetra-
bloku). Moze by¢ takze zastosowany do wykazania braku istnienia odwzorowan ho-
lomorficznych wlasciwych miedzy odpowiednimi obszarami. Jak pokazujemy, tatwo
wynika z niego wiele klasycznych i nietrywialnych twierdzen.

Jednakze najciekawszym zastosowaniem przedstawionych wynikow jest ich uzy-
teczno$é w studiowaniu geometrii tetrabloku. Jest to obszar w C?, doé¢ naturalnie
pojawiajacy sie w teorii funkcji. Jego badanie zainicjowat A. Abouhajar w swo-
jej pracy doktorskiej [Abo]. Geometria tetrabloku byta takze ostatnio studiowania
w [Ab-Wh-Yo|, [You]| oraz [Edi-Zwo 3].

W naszej pracy uzyskujemy twierdzenie typu-Alexandera méwiace, ze w tetra-
bloku nie istnieja nietrywialne odwzorowania holomorficzne wtasciwe. Otrzymujemy
takze naturalny zwiagzek pomiedzy automorfizmami tetrabloku a automorfizmami
klasycznego obszaru Cartana drugiego typu. Przy okazji otrzymujemy twierdzenie
lokalizacyjne dla klasycznych obszaréw Cartana. Jest ono istotnym uogoélnieniem
gtéwnego wyniku A.E. Tumanova i G.M. Khenkina z [Tum-Hen]. Pierwszy rozdziat
konczymy badaniem C-wypuktosci tetrabloku. Wiekszosé wynikow przedstawionych
w tym rozdziale mozna znalez¢ w [Kos 6].

Kolejny rozdzial moze by¢ traktowany jako bezposrednia kontynuacja wynikoéw
z [Isa-Kru|. Przypomnijmy, ze A.V. Isaev i N.G. Kruzhilin uzyskali doktadna klasyfi-
kacje wszystkich nieelementarnych holomorficznych odwzorowan wtasciwych pomie-
dzy hiperbolicznymi obszarami Reinhardta w C2. Rozszerzamy tutaj te klasyfikacje,
opuszczajac zatozenie hiperbolicznosci obszaréw.

Ponadto, z danym obszarem Reinhardta w C" kojarzymy pewne stale i nastep-
nie pokazujemy, ze sg one niezmiennikami odwzorowan holomorficznych wtasciwych.
Uzyskujemy takze pewne ogdlne wyniki dotyczace istnienia odwzorowan holomorficz-
nych wtasciwych pomiedzy dowolnymi obszarami w C". Wyniki z tej czedci zostaty
opublikowane w [Kos 4].



WSTEP 6

W ostatniej czedci pracy zajmujemy sie klasycznym juz problemem Serre’a. Uzy-
skujemy dokltadng klasyfikacje niehiperbolicznych obszaréw Reinhardta dla ktorych
rozwigzanie problemu Serre’a jest pozytywne. Mozna wiec traktowaé ten rozdzial
jako kontynuacje pracy P. Pfluga i W. Zwonka. Przypomnijmy, ze w [Pfl-Zwo| au-
torzy rozwigzali ten problem w klasie pseudowypuktych hiperbolicznych obszardéw
Reinhardta.

Istnieje duzy zwiazek pomiedzy odpowiedzia na problemem Serre’a a struktu-
rg grupy automorfizmow wtokna holomorficznej wigzki widknistej. Dlatego tez duze
znaczenie maja dla nas wyniki uzyskane w Rozdziale 2 - uzywajac opisu odwzorowan
holomorficznych wtasciwych uzyskujemy opis grupy automorfizmoéow. Bardzo cieka-
wy wydaje si¢ otrzymany tu zwiazek pomiedzy grupa automorfizméw pewnej klasy
obszarow Reinhardta a klasycznym réwnaniem Pella.

Jednakze sama znajomos¢ struktury grupy automorfizméw wtokna czesto nie jest
wystarczajaca. Tak jest w Sekcji 3.3 - uzywajac metody z [Ste 3] konstruujemy tu
silnie plurisubharmoniczng wyczerpujaca funkcje.

Przy okazji naszych rozwazan otrzymujemy doktadny opis wszystkich niehiperbo-
licznych pseudowypuktych obszaréw Reinhardta w C2, ktérych grupa automorfizméw
nie jest zwarta.

Wiyniki z tej czesci pracy zamieszczone sa w [Kos 5].

Wreszcie w Dodatku zamiesciliSmy najwazniejsze informacje dotyczace rozwaza-
nych obiektéw. Przyblizamy jedynie te, ktore nie mieszczg sie w standardowym kursie
analizy zespolonej (podstawa jest dla nas wyktad [Jak-Jar]), a ktore wykorzystamy
W pracy.

Na koncu przedstawiamy, dla wygody Czytelnika, wykaz podstawowych symboli
i oznaczen. Catos¢ zamyka spis prac cytowanych.

Podziekowania

Jak juz wspomniatem, praca ta nie powstataby bez wielkiej pomocy i olbrzymiej
ilodci czasu poswieconego przez mojego opiekuna naukowego profesora Wtodzimierza
Zwonka. Dlatego, raz jeszcze pragne wyrazi¢ Mu za to ogromng wdziecznosc!

Chcialbym takze ztozy¢ serdeczne podziekowania wszystkim uczestnikom tzw.
»Matego Seminarium”. Wymienie tu zwtaszcza dr. Piotra Juche, dr. Pawta Zapatow-
skiego oraz prof. Armena Edigariana - wiele skorzystalem dzieki przeprowadzonym
z Nimi rozmowom. Duzo zawdzieczam takze nauczycielowi matematyki z liceum -
dr. Bogdanowi Janczarowi oraz nauczycielowi analizy matematycznej - dr. Mieczy-
stawowi Jedrzejowskiemu.

I naprawde szczegdlne wyrazy wdziecznosci nalezg sie profesorowi Markowi Jar-
nickiemu! Jego celne uwagi i komentarze mialy bardzo istotny wplyw na kierunek
rozwoju moich badan naukowych.

Powstanie pracy bylo wspoétfinansowane przez ministerialny grant promotorski
N N201 271435.



ROZDZIAY, 1

Geometria obszaréw quasi-kotowych i zastosowania do
tetrabloku

1.1. Wprowadzenie

Rozdzial ten poswiecony jest badaniu geometrii obszaréw quasi-kotowych. Za-
czynamy od uogdlnienia znanego twierdzenia Bella o holomorficznym rozszerzaniu
odwzorowan wlasciwych wzdtuz brzegu. Gtéwnym celem jest wykazanie, ze w pewnej
dos¢ duzej klasie obszarow, brzegi Szytowa i Bergmana sa niezmiennicze ze wzgledu
na odwzorowania holomorficzne wtasciwe. Klasa ta obejmuje w szczegdlnosci obsza-
ry quasi-zbalansowane (wiec i takze zbalansowane) z ciaglym quasi-funkcjonatem
Minkowskiego. Pokazujemy takze, ze ogdlnie brzeg Szytowa nie jest niezmiennikiem
nawet odwzorowan biholomorficznych.

Nastepnie stosujemy nasze wyniki do badania geometrii tetrabloku. W celu przy-
pomnienia definicji tetrabloku, wprowadzmy pewne oznaczenia.

Poprzez May2(C) (M5,5(C)) oznaczmy zbior (symetrycznych) macierzy wymia-
ru 2 X 2 o wspotezynnikach zespolonych. Niech R;; bedzie klasycznym obszarem
Cartana drugiego typu, to znaczy

Rir=Ri ={z€ M;5,,(C): ||z]| <1},

gdzie || - || oznacza standardowa norme operatorowa (patrz Dodatek).
Niech

IT: Myyo(C) 3 2 = (2;5) (211, 22,2, det 2) € C>.

Zauwazmy, ze restrykcja I|aps ) @ M3yo(C) — C? jest odwzorowaniem wtagci-
wym. Potézmy

E .= H(R[}) == H|M§x2((c) (RH).

Wiasciwosé T1| M;, ,(c) implikuje, ze zbior E jest otwarty. A zatem E jest obszarem.
Obszar ten nazywany jest w literaturze tetrablokiem.

Nietrudno zauwazyé, ze tetrablok jest (1,1,2)-obszarem zbalansowanym w C3
z clagtym quasi-funkcjonalem Minkowskiego. Jego geometryczne wtasciwosci studio-
wane byty w kilku pracach (zob. [Ab-Wh-Yo|, [You], [Edi-Zwo 3] i zawarte tam
referencje). W [You] autor wyznaczyl grupe automorfizméw tego obszaru. Wyko-
rzystal przy tym idee uzyta w [Jar-Pfl 4] przy wyznaczaniu automorfizmow zsyme-
tryzowanego bidysku. Kluczowym jej punktem byto zastosowanie twierdzenia Kaupa
(zob. [Kaup)).

Przypomnijmy, ze w 1980 roku Alexander (zob. [Ale]) wykazal, ze w kuli euklide-
sowej nie istnieja nietrywialne odwzorowania holomorficzne wtasciwe. Celem niniej-
szego rozdziatu jest takze udowodnienie twierdzenia typu Alerandera dla tetrabloku

7



1.2. ROZSZERZANIE ODWZOROWAN WEASCIWYCH 8

moéwiacego, ze jedynymi holomorficznymi odwzorowaniami whasciwymi w tetrablo-
ku sg automorfizmy. W szczegdlnosci, wyznaczymy naturalng relacje pomiedzy au-
tomorfizmami tetrabloku a automorfizmami klasycznego obszaru Cartana drugiego
typu (zob. Lemat 1.4.6). Zalezno$¢ ta daje przy okazji bardziej elementarng metode
otrzymania opisu grupy automorfizméw tetrabloku.

Wyniki prezentowane w tym rozdziale maja takze inne, ciekawe i istotne zastoso-
wania. Na przyktad, ich natychmiastowg konsekwencja jest twierdzenie o nieistnieniu
odwzorowan holomorficznych wtasciwych pomiedzy n wymiarowa kulg Euklidesows
a polidyskiem, gdy n > 2 (zob. [Nar 1]). Jako inne zastosowanie tych wynikéow wy-
mienmy to, ze dzieki nim natychmiast uzyskujemy opis brzegéw Szytowa wielu ob-
szar6w, jak choéby zsymetryzowanego polidysku czy tetrabloku (brzegi Szytowa tych
obszaréw byty w nietrywialny sposéb liczone odpowiednio w [Edi-Zwo 2] i [You]).

W Uwadze 1.5.1 pokazemy réwniez, ze tetrablok nie jest C-wypukty. Przypomnij-
my, ze konsekwencja twierdzenia Lemperta jest fakt, ze odlegto$¢ Carathéodory’ego
i funkcja Lemperta ograniczonych obszaréw C-wypuktych z brzegami klasy C? po-
krywaja sie (zob. [Jac]). Wyniki uzyskane w [Ab-Wh-Yo| (zob. takze [Edi-Zwo 3])
sugeruja, ze rownos¢ odlegtosci Carathéodory’ego i funkcji Lemperta zachodzi tak-
ze w tetrabloku. A zatem, tetrablok jest kandydatem na pierwszy pseudowypukty,
ograniczony obszar, nie bedacy biholomorficznie réwnowazny zadnemu obszarowi C-
wypuktemu, na ktérym zachodzi teza twierdzenia Lemperta.

Interesujacym wynikiem tego rozdziatu jest takze Lemat 1.4.5, w ktorym znaczaco
uogdlniamy gtéwne twierdzenie z pracy [Tum-Hen)].

1.2. Rozszerzanie odwzorowan holomorficznych wtasciwych pomiedzy
obszarami quasi-kolowymi

Przypomnijmy na wstepie podstawowe wtasnosci projekcji Bergmana, ktore beda
nam potrzebne w dalszej czesci.
Niech D bedzie obszarem w C™. Poprzez kp oznaczaé¢ bedziemy funkcje jadrowa

Bergmana obszaru D (patrz Dodatek). Niech ponadto Pp : L*(D) — L3 (D) bedzie
projekcja Bergmana obszaru D, to znaczy

Pp () (w) = /D o(2)kp(zw)dL2(2), @ € LA(D). (1.2.1)
W celu uproszczenia zapisu uzywaé bedziemy nastepujacych symboli:

kY (z,w) = 0%p(z,w) oraz kY(z,w) = 0%p(z,w),

i 5l . _
gdzie 0% oznacza g—a natomiast 9% oznacza

Dla podzbioru K w C" ktadziemy
K:={x:=T,...,T0): = (21,...,3,) € K}.

glel

ow*’

aeN' Joj=a1+ ...+ ay.

W Uwagach 1.2.1 oraz 1.2.2 przypominamy rozumowanie S. Bella z pracy [Bel 2]
i modyfikujemy je odpowiednio dla naszych celéw.

Uwaga 1.2.1. Przypusémy, ze G jest m = (my,..., m,)-zbalansowanym, ograni-
czonym obszarem z m-funkcjonatem Minkowskiego 1i¢ .. Potézmy

G, ={r€C": pugm(z) <r}, r>0.
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Ustalmy 6 € R i zdefiniujmy
Dy Goz— (™0, ... e™02) cq.

Oczywiscie y € Aut(G). Tak wiec, uzywajac elementarnych wlasciwosci jadra Berg-
mana (zob. np. [Jar-Pfl 2]), otrzymujemy:

ka(®g(2), Pg(w)) det ®p(z)det )(w) = kg(z,w), z,w € G.
Zastepujac w przez @, (w) = ®_y(w) dostajemy

ka((N™zy, o A ™ 2),w) = ka(z, N wy, ., N " wy,)), AedD, z,w e G.
(1.2.2)
Zauwazmy, ze dla ustalonych z,w € G funkcje

A= kg((AN™z1,...,A™2,),w) € C oraz

A= kg(z, Amwy, ..., Xmna,)) € C

sg holomorficzne w otoczeniu D oraz, na mocy (1.2.2), pokrywaja sie na okregu dD.
A zatem, obie te funkcje sa réwne. W szczegdlnosci,

ka((r™zy,...,r"mzy),w) = ka(z, ™ wy, ..o r™mwy,)) (1.2.3)
dla dowolnych z,w € G oraz r € [0, 1].

Z (1.2.3) tatwo wnioskujemy, ze dla wszystkich 0 < r < 1, funkcja (z,w) —
kc(z,w) rozszerza si¢ holomorficznie na zbior G/, x G,.

Uwaga 1.2.2. Niech f: D — G bedzie odwzorowaniem holomorficznym wtasciwym
pomiedzy dowolnymi ograniczonymi obszarami D, G w C". Wowczas (zob. [Bel 1))
dla dowolnego odwzorowania ® € L*(G) zachodzi wzor

Pp(det[f']- (® o f)) = det[f]- (Pa®) o f). (1.2.4)
Zat6zmy dodatkowo, ze G jest m = (my, ..., my)-zbalansowanym ograniczonym
obszarem z (niekoniecznie ciagltym) m—funkcjonatem Minkowskiego pig m.
Dobierzmy 6 > 0 tak, by 6B, C G. Niech 6 bedzie funkcja radialng z klasy
C°(0B,,) taka, ze 0 > 0 oraz [s 0dL*" = 1. Przypomnijmy, ze dowolna funkcja
harmoniczna (a wiec takze holomorficzna) ¢, okreslona w otoczeniu rB,, r > 0,
spehia teze Twierdzenia o Wartosci Sredniej, to znaczy
1

— d raIBn‘
#(0) = 775 (r0B,,) /mn“" £

Uzywajac tej relacji, twierdzenia Fubiniego (zob. [Fed]) oraz faktu, ze 0 jest funkcja
radialng otrzymujemy

/mn POl = /0(s /T o5, P00 )AL dr = /0 "o(r) /7« . pd L7 dr =
= ¢(0) /05 /TaBn g(r)dETaB"d'r’ — (0) /mn 0d.L2".

7 powyzszego przeksztalcenia wynika, ze dla dowolnego odwzorowania h € L3 (G)
i dowolnego av € N" zachodzi

8°h(0) = /G (6°h)BdL2. (1.2.5)
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Caltkowanie przez czesci daje

8h(0) = / h(—1)*92gdc?". (1.2.6)
e

7, drugiej strony, na mocy definicji jadra Bergmana,

h(z) :/ ke (2, w)h(w)dL(w), z € G. (1.2.7)
e

Potézmy ||z||m = X}, |2;]™, x € C". Nietrudno zauwazy¢, ze || - ||,, spetnia
nieréwnos¢ tréjkata oraz ||(r"™xy, ..., " x,)|| = r|lz||m dlar > 0, x € C" (zob.
takze [Bou]). Kule skojarzona z || - ||, oznaczamy poprzez B, ,,(0) = {z € C" :

l|z||m < 6}, gdzie 6 > 0.
Dobierzmy ¢’ > 0 oraz §” > 0 tak, by

B,.m(0') C G C G CB,,,.(8").

Pierwsza inkluzja implikuje nier6wnos¢ pgm(r) < H%','m, dla x € C". A zatem
pem(x) < ‘;—/// dla x € By, ,,(0”). W szczegblnosci,

o 6//
G C {:C eC": pem(z) < 5,}.

Tak wiec, na mocy Uwagi 1.2.1, funkcja kg(z, -) rozszerza sie anty-holomorficznie do
otwartego otoczenia G o ile ||z||, < g—,l,. Dzieki tej obserwacji mozemy, rézniczkujac

formute (1.2.7) w z = 0, wej$¢ z pochodng pod znak calki. A zatem
9h(0) = /Ga%g(o,w)h(w)dc%(w), he L2(G), acN". (1.2.8)
baczac powyzszy wzér z (1.2.6) dostajemy
Pa((—=1)™9%0) = k&(-,0). (1.2.9)

Ponizszy lemat zostal sformutowany i udowodniony przez S. Bella w przypadku
gdy D i G sa ograniczonymi obszarami kotowymi i 0 € G (zob. [Bel 2]). Nieznaczna
modyfikacja uzytych przez Bella metod daje znacznie mocniejszy wynik.

Lemat 1.2.3. Niech D, G bedg ograniczonymi obszarami w C". Przypu$émy, ze G
jest (myq,...,my)-kolowy oraz 0 € G. Zalézmy dodatkowo, Ze obszar D ma nastepu-
jacqg witasnosé: dla dowolnego otwartego, relatywnie zwartego podzbioru K obszaru D
istnieje otwarte otoczenie U zbioru D takie, Ze funkcja (z,w) — kp(z,W) rozszerza
sie holomorficznie na U x K.

Wowczas dowolne odwzorowanie holomorficzne wtasciwe f : D — G rozszerza sie
holomorficznie do otoczenia D.

DowOD. Podobnie jak w Uwadze 1.2.1 pokazujemy, ze réwnosé

ka((N™zy, .o, A 2,),w) = ka(z, W™y, ..., Xmaw,,)) (1.2.10)
zachodzi dla dowolnych z,w € G oraz |A| odpowiednio bliskich 1. Rézniczkujac
wielokrotnie te formute po w; i ktadac w = 0 otrzymujemy

8%(; 8Olk'G
ATz, A 2,),0) = Al
oW (( 21, ) Z )7 ) B

(2,0) (1.2.11)



1.2. ROZSZERZANIE ODWZOROWAN WEASCIWYCH 11

dla @« € N*, z € G i || dostatecznie bliskich 1.
Rozwijajac funkcje kZ(-,0) w szereg Taylora i poréwnujac wspétezynniki tatwo
stwierdzamy istnienie cz € C takich, ze

k&(2,0) =Y c52”, 2 € G, (1.2.12)

gdzie suma jest brana po wszystkich 8 € N™ spelniajacych relacje (5, m) = (o, m).

Zauwazmy, ze ze wzoru (1.2.8) wynika, liniowa niezaleznos$¢ funkcji k2 (z 0) Rze-
czywiscie, gdyby dla pewnego « funkcja k&(z,0) generowana byta przez k&' (z,0),
czyli

k(0,2) = k&(2,0) Zc]k ,0) =" ¢k (0, 2)
dla pewnych ¢; € C, to wéwczas, na mocy (1.2.8), dla dowolnej h € L (G) (a wiec
takze dla dowolnej funkcji holomorficznej ograniczonej na G) zachodzitaby réwnosé

=350 h(0)
co jest oczywiscie niemozliwe.
Liniowa niezaleznosé¢ funkcji k&(-,0) natychmiast implikuje, dla dowolnego 3 €
N" istnienie liczb ¢, € C takich, ze

2P =3 ke (2,0), (1.2.13)

gdzie suma jest brana po wszystkich a € N™ speniajacych réwnanie (o, m) = (3, m).
Teraz taczac (1.2.9) z (1.2.13) dostajemy istnienie ®; € C3°(0B,,) takich, ze

¥ =Po(®p), i=1,....,n, ke N (1.2.14)
W szczegdlnoscei, dzigki (1.2.4)

det[f'(2)] ff(2) = det[f'(2)](2] o f(2 / kp(2,w) det[f'(w)] @i f (w))dL* (w),
(1.2.15)
dlai=1,...,n, oraz k € N.

Z powyzszych relacji i zatozen o jadrze Bergmana kp tatwo wnioskujemy, ze
wszystkie funkcje pojawiajace sie po lewej stronie réwnania (1.2.15) rozszerzaja sie
holomorficznie to pewnego otwartego, spojnego otoczenia U zbioru D.

Aby zakonczy¢ dowdd wystarczy pokazaé, ze wszystkie funkcje f; rozszerzaja sie
holomorficznie do otoczenia U. Ustalmy ¢ = 1,...,n, i potézmy f := f;. Ktadac
u = det[f'] oraz wy, = uf* otrzymujemy nastepujaca sytuacje:

ueOWU), uz0, w, € OU), oraz uff=w, na D, keN.

Proste przeksztatcenia oraz zasada identycznosci implikuja rownosé Z—gu = Wi na
U\ v (0).

Wystarczy pokazac, ze “* rozszerza si¢ do funkcji holomorficznej na U.

Ustalmy wigc dowolny punkt 2o = (z9,y0) € U C C x C*L. Bez straty ogdlnosci
mozemy przyjaé, ze zo = 0. Jesli u(0) # 0 to oczywiscie w;/u jest holomorficzna
w pewnym otoczeniu 0. Zalézmy wiec, ze u(0) = 0. Zmieniajac w razie potrzeby
uktad wspolrzednych mozemy przyjac, ze obie funkcje, u oraz w,, spetniaja w oto-
czeniu punktu 0 zatozenia Twierdzenia Przygotowawczego Weierstrassa. Oznacza to,
ze istniejg liczba naturalne pu, v, funkcje ¢, 9 holomorficzne w otoczeniu 0 € C" oraz
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ai,...ay, B, .., B3, funkcje holomorficzne w otoczeniu 0 € C™! takie, ze ;(0) = 0,
B;(0) = 0 oraz

u(z) = e#O(at + 2"l (y) + . auly)),

wi(z) = "D + 2" Biy) + ... B(y)), 2= (2,y) €Cx CL

Dla y odpowiednio bliskich 0 polézmy W, (z) := z# 4+ 2 a1 (y) + ... a,(y) oraz
Vy(z) := 2" + 2" 61 (y) + ... B, (y). Wykazemy, ze dla dowolnego y lezacego odpo-
wiednio blisko 0 wielomian V), jest podzielny przez wielomian W,. Ustalmy wiec y i za-
piszmy Wy(z) = (x — )P ... (x—(y)PM oraz Vy(z) = (x— ) ... (v — ()™, gdzie
(; sa parami réznymi liczbami zespolonymi. Wstawiajac to do réwnania wf = uf 1wy
otrzymujemy

(z — C1)kq1 (- CM)qu — wke(k—l)w—kw(x _ Q)(k—l)pl o (z— CM)(k—l)pM_

Poréwnujac krotnosci pierwiastkoéw widzimy, ze kq; > (K — V)p;, i =1,... M, k € N.
Stad ¢; = pi, i = 1,..., M, czyli rzeczywiscie, W, dzieli V,,.

Zapiszmy V,(z) = W, (z)P,(x). Uzywajac wzoréw Viete'a widzimy, ze wspolczyn-
niki wielomianu P, sa odpowiednig sumg iloczynéw pewnych v — u pierwiastkow V.
Oznacza to w szczegblnodci, ze P,(x) jest ograniczone w otoczeniu 0 (jako funk-
cja zmiennych z,y). A zatem, na mocy Twierdzenia Riemanna o Osobliwosciach
Usuwalnych, odwzorowanie (x,y) — P,(x) jest holomorficzne w otoczeniu 0. Stad
natychmiast wynika zadana holomorficznos¢ “*. 0

Uwaga 1.2.4. Zauwazmy, ze ciggtos¢ m—funkcjonatu Minkowskiego ograniczonego
obszaru m—zbalansowanego jest rownowazna z faktem, ze dla dowolnego 0 < r < 1
obszar D jest relatywnie zwarty w D;/.. A zatem, na mocy Uwagi 1.2.1, dowolny
ograniczony obszar quasi-zbalansowany D z cigglym quasi-funkcjonatem Minkow-
skiego spetnia zalozenia Lematu 1.2.3.

1.3. Niezmienniczos$¢ brzegu Szylowa ze wzgledu na odwzorowania
holomorficzne wlasciwe

Gtownym wynikiem tej sekcji jest nastepujace:

Twierdzenie 1.3.1. Niech D i G bedg obszarami ograniczonymi w C™ oraz niech
f D — G bedzie odwzorowaniem holomorficznym wlasciwym, posiadajgcym ciggle
rozszerzenie do D. Zaléimy, Ze istnieje rodzina zbioréw otwartych {G,.}, G,, CC
Gm+1, taka, ze U,, G = G oraz (U,, 0sG) N OG = 05G.

Wowczas f(0sD) = 05G.

Uwaga 1.3.2. Warunek (U,, 9sG.,) NOG = 0;G jest technicznym, ale i naturalnym
zalozeniem. Zauwazmy, ze dla dowolnej rosnacej rodziny {G,,}, wyczerpujacej G
r € (Upn0sGm) N OG wtedy i tylko wtedy gdy istnieje podciag (my) C N oraz
istnieja =, € 0;G,y,, takie, ze ciag x,,, jest zbiezny do .

Wynika stad, ze dla dowolnego obszaru ograniczonego G i dowolnej rosnacej
rodziny obszaréow {G,,} takich, ze U,, G, = G, brzeg Szylowa G zawarty jest
W (U 0sGm) NOG.
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Przyktad 1.3.3. Zauwazmy takze, ze Twierdzenie 1.3.1 nie jest prawdziwe bez za-
tozenia istnienia wymaganego ciggu zbioréw nawet w przypadku, gdy f jest biholo-
morficzne i jest restrykcja wlasciwego odwzorowania wielomianowego. Jako przyktad
wezmy D =DnN{zeD: Imz >0}, G=D\[0,1) oraz f : D — G dane wzorem
f(z) = 2% Woéwcezas 9,D = dD natomiast 9,G = 9D, a wiec 9,G & f(d,D).

DowOD TWIERDZENIA 1.3.1. Dla dowolnej funkcji ¢ € O(G) N C(G) ztozenie
o f jest funkcjg holomorficzng w D, ciggla na D. Tak wiec funkcja |po f| osiaga swoje
maksimum na 0D, w szczegdlnosci |¢| osiaga maksimum na f(9sD). To daje inkluzje
0,G C f(0sD). Zauwazmy, ze pozostaje ona prawdziwa jesli zamiast wtasciwosci
odwzorowania f zalozymy jedynie jego surjektywnosc.

Pokazemy, ze

0,D C f710,G).
Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze dla pewnej funkcji ¢/ holomorficznej na D
i ciaglej w D, || nie osiaga swojego maksimum na zbiorze f~1(9,G). Innymi stowy

1Y (z0)| > max{|y(x)|: =€ f1(0,G)}, (1.3.1)

dla pewnego xy € dD. Zauwazmy, ze
limsupmax{|¢(z)|: * € DN f7H(0:Gp)} < max{|y(z)|: = € f71(0,G)}.

Rzeczywiscie, w przeciwnym wypadku istniatyby podciag (my) C N, € > 0 oraz
Ty, € DN YOGy, ) takie, ze

Y (@m, )| > max{[y(z)] : =€ f(0:,G)} +e.
Przechodzac, w razie potrzeby, do podciagu, mozemy zatozy¢, ze x,,, jest zbiezny do
pewnego xg € 0D. Uzywajac zalozen o rodzinie {G,,} i ciagtosci f stwierdzamy, ze
f(zo) € 0sG. Zatem

[(x0)| > max{|y(z)|: z € fF1(0,G)} +e oraz x5 € IDN fH0,G),

co daje oczywista sprzecznosc.
Biorac wystarczajaco duze m i zastepujac zo odpowiednio bliskim punktem xy €
f~YG,,), otrzymujemy nastepujaca sytuacje:

[(z0)] > A= max{[¢(z)] : € DN [T 0Gm)}, #f(f(ag) =k, (1.3.2)

gdzie k oznacza krotnos¢ odwzorowania f.

Niech h;, i = 1,...,k, beda odwzorowaniami holomorficznymi zdefiniowanymi
w otoczeniu f(z) danymi przez f~' = {h; : i =1,..., k}. Pokazemy, ze twierdzenie
Kroneckera (zob. Twierdzenie 4.10.1) oraz warunek (1.3.2) implikuja istnienie liczby
naturalnej d takiej, ze

[(ha(f (x5)))" + ...+¢(hk(f($6)))d\ > kA" (1.3.3)
Potézmy w tym celu a; = ¥(h;(f(z ))) =1,..., k. Zmieniajac, w razie potrzeby,
kolejnos¢ a; mozemy zatozy¢, ze |ai| = ... = || oraz |a;| < |ai| dlaj =14+1,... K,
1 < I < k. Dzielac a; przez (hi(f(z ))) sprowadzamy problem do nastepujacej
sytuacji:

aj:€27ri017j:1...,l, |aj|<1,j:l+1,,k‘ i A<,

gdzie 0; e R, j =1,...,1.
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Zmieniajac kolejnos¢ raz jeszcze, mozemy zatozy¢, ze 1,6,,...,6;, sa Q-liniowo
niezalezne, Iy <[, [; € NU {0} oraz

dj,0 L 4q;
0, = 2= 2o =10 +1,...,1
7 N + ; N ) J 1 + ) ) Uy
gdzie g;, € Z, 1 =0,...,1;, 1 N € N\ {0} (w sytuacji, gdy l; = 0 przyjmujemy tu,
ze Y p = 0). Potéozmy M = max{|q;,|, N}.
Zgodnie z twierdzeniem Kroneckera, istnieje ciag liczb naturalnych (d,) taki, ze

1 2mid,. 0, 1 ;
—— < arg(e™") < —— =1,...,0, peN.
Gor e < el )< Gxear s
W szczegdlnosci,
1 NS .
——— <arg(e™ W) < —— dla j=1,...,l, peN,
P g( ) = j ft

gdzie d,, = chu-

Dobér ciagu (d,) gwarantuje, ze |a61l“ + ...+ ald“| — [ przy u — oo. Skoro
d, — oo, widzimy, ze kA% — 0 oraz \a?jl + ... 4al| = 0, p — oo. Tak wiec
|a§l“ +...+ aZ“ | — kA% — | > 0. To oczywiécie dowodzi istnienia liczby naturalnej
d speliajacej nieréwnosé (1.3.3).

Potozmy
Cx)=a%+ .. +2f, dla x=(zy,...,2;) € CF (1.3.4)
Zauwazmy, ze funkcja ¢ dana wzorem

o =Co(x...xt)of

jest dobrze zdefiniowana, ograniczona funkcja holomorficzng na G \ V, gdzie V =
f{z : det f'(z) = 0}). Wlasciwosé odwzorowania f implikuje, ze V' jest zbiorem
analitycznym. Tak wiec, na mocy Twierdzenia Riemanna o Osobliwosciach Usuwal-
nych, funkcja ¢ rozszerza sie na G. Z (1.3.2) i (1.3.3) wynika, ze

o (f (2o))| > max{[(z)] : = € 0Gm};

sprzecznosc. O

Uwaga 1.3.4. Zauwazmy, ze powyzszy dowod pozostaje bez zmian, jesli zatozenie
0G N (U, 0sGr) = 0sG zostanie zastapione przez stabszy warunek (U,, 3Gpn) N
0G = 0,G (zauwazmy, ze dla dowolnej rodziny {G,, } wyczerpujacej zbiér G zachodza
inkluzje 0;G C (U,, OGrm) NOG C (U, 0sGrn) N OG). Ale zalozenie to wydaje sig

mniej naturalne, wiec zdecydowaliSmy sie zostawi¢ lemat w obecnej formie.

W naturalny sposéb narzuca si¢ tu réwniez pytanie o odpowiednik Twierdze-
nia 1.3.1 dla brzegéw Bergmana, przy dodatkowym zaltozeniu, ze odwzorowanie f
rozszerza si¢ holomorficznie na otoczenie D oraz ze (U,, 0yGr) N OG = 9,G. Odpo-
wiedZ daje nastepujaca
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Propozycja 1.3.5. Niech D i G bedg ograniczonymi obszarami w C" i niech f :
D — G bedzie odwzorowaniem wlasciwym, holomorficznym w otoczeniu D. Zatézmy,
Ze istnieje rodzina zbioréw otwartych {G,,}, G CC Gy, taka, Ze UG, = G oraz
(U 0Gm) NOG = 0,G.

Wowczas f(0,D) = 0,G.

DowOD. Na mocy Uwagi 1.3.4, warunek (U,, 9,G.,) NOG = 9,G pociaga za soba
réwnosé brzegéw Szytowa i Bergmana obszaru G. Tak wiec Uwaga 1.3.4 1 Twierdze-
nie 1.3.1 implikuja nastepujacy ciag inkluzji:

0yD C 0sD C f‘l(c‘?sG) = f‘l((?bG).

Zawieranie si¢ 0,G C f(0,D) pokazujemy z kolei doktadnie tak jak w Twierdze-
niu 1.3.1. A zatem, odwzorowanie f zachowuje réwniez brzeg Bergmana. 0

Powtarzajac rozumowanie z Twierdzenia 1.3.1 mozna bez trudu wykaza¢ naste-
pujacy

Lemat 1.3.6. Niech f: D — G bedzie odwzorowaniem holomorficznym wlasciwym
pomiedzy obszarami w C". Niech L bedzie relatywnie zwartym obszarem w G. Potézmy
K = f~Y(L). Wéwczas

fOsK) = 0L oraz f(O,K) = OpL. (1.3.5)

DowOD. Zauwazmy najpierw, ze restrykcja f|x : K — L jest odwzorowaniem
wlasciwym.

Inkluzje O;L C f(0sK) oraz 0L C f(0,K) pokazujemy dokladnie tak samo jak
w dowodzie Twierdzenia 1.3.1.

Pozostaje wigc jedynie wykazaé¢ zawieranie si¢ d,K C f~1(0,L) oraz 9yK C
f~Y(OyL). Poniewaz nie ma istotnej réznicy pomiedzy dowodami dla brzegu Bergma-
na i Szylowa, skupimy si¢ na pokazaniu inkluzji 9,K C f~1(9,L). Dla dowodu nie
wprost przypusémy, ze dla pewnej funkeji 1) holomorficznej w otoczeniu U zbioru K,
|¥| nie osiaga maksimum na f~(9,L), tzn.

[¥(x0)| > A= max{[¢(z)] : € fTH(AL)},

dla pewnego xg € 0K. Zastepujac xy przez odpowiednio bliski punkt z K mozemy
zalozy¢, ze f(xq) jest wartoscia regularna odwzorowania f.

Niech k oznacza krotnos¢ odwzorowania f : D — G. Wybdér K i L gwarantuje,
ze restrykcja f|x : K — L jest takze krotnosci k. Co wiecej,

FYz) = flMz), dla z€L.

Niech V' bedzie otoczeniem otwartym zbioru L takim, ze f~*(V) C U (istnienie
takiego otoczenia jest prosta konsekwencja otwartosci odwzorowania f).

W otoczeniu punktu xq zapiszmy f~t = {hy,..., s}, gdzie h; sa funkcjami holo-
morficznymi. Powtarzajac fragment dowodu Twierdzenia 1.3.1 pokazujemy istnienie
liczby naturalnej d takiej, ze

(P (f (o) + ... + (i f(20)))!] > KA”. (1.3.6)
Poltozmy
C(r)=af+.. . +a2f, dla x=(r,...,2) € CF (1.3.7)
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Zauwazmy, ze funkcja ¢ dana wzorem

cp:(o(sz...xﬂz)of_l

jest dobrze zdefiniowang funkcja holomorficzna na V' (w przypadku dowodu dla brze-
gu Szyltowa korzystamy z whasnosci f~1(L) = f~(L), ktéra takze jest konsekwencja
otwartosci f). Z (1.3.6) wynika, ze

|o(f(x0))] > max{|p(z)] : = € OiL};

sprzecznosé. O

Whniosek 1.3.7. a) Niech D C C" bedzie obszarem ograniczonym. Niech G bedzie
ograniczonym, quasi-zbalansowanym obszarem w C". Zaloimy, ze quasi-funkcjonat
Minkowskiego obszaru G jest ciggly oraz dla dowolnego, relatywnie zwartego podzbio-
ru K obszaru D istnieje otwarte otoczenie U zbioru D takie, ze kp(z,W) rozszerza
sie holomorficznie do U x K.

Wowcezas dowolne odwzorowanie holomorficzne wtasciwe f : D — G zachowuge
brzeg Szylowa, tzn. f(0,D) = 0,G (ciggle rozszerzenie odwzorowania f na zbiér D
istnieje na mocy Lematu 1.2.3).

b) Niech D i G bedg ograniczonym quasi-zbalansowanymi obszarami ograniczony-
mi w C". Jesli quasi-funkcjonaty Minkowskiego zbiorow D 1 G sq ciggle, to dowolne
odwzorowanie holomorficzne wtasciwe pomiedzy D i G zachowuje brzeg Szytowa (po-
dobnie jak w poprzednim punkcie, Lemat 1.2.3 gwarantuje istnienie cigglego rozsze-
rzenie f na D).

DowOD. a) Niech

1
szz{ eC: <1- } 12, ...
z pe(z) ma1 m

bLatwo widaé, ze rodzina {G,, },, spelia zalozenia Twierdzenia 1.3.1. Uzywajac Le-
matu 1.2.3 sprowadzamy sytuacje do Twierdzenia 1.3.1.
b) Jest to natychmiastowy wniosek z a) i z Uwagi 1.2.1. O

Uwaga 1.3.8. Zauwazmy, ze brzegi Szylowa i Bergmana ograniczonego ograniczo-
nego obszaru quasi-zbalansowanego, ktérego quasi-funkcjonat Minkowskiego jest cia-
gly, pokrywaja sie. A zatem, nie ma potrzeby formutowania powyzszego wniosku dla
brzegu Bergmana.

Uwaga 1.3.9. Interesujace i wazne wydaje sie¢ zastosowanie Twierdzenia 1.3.1 do
wykazania braku odwzorowan wtasciwych pomigdzy pewnymi obszarami. Wiadomo,
ze O;B,, = 0B, oraz 0;(D") = (0D)". A zatem, stosujac Wniosek 1.3.7 dostajemy
nowy dowdd na nieistnienie odwzorowan holomorficznych wtasciwych pomiedzy ku-
la Euklidesowa a polidyskiem, tzn. zbiory Prop(D",B,) i Prop(B,,,D") sa puste dla
n > 2. Podobnie, skoro 0s(B,, x B,,) = 0B,, x 0B, widzimy, ze twierdzenie o nieist-
nieniu odwzorowan holomorficznych wtasciwych pomiedzy B, .,, i B, x B,, wynika
natychmiast z Wniosku 1.3.7.
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Zauwazmy takze, ze Lemat 1.3.6 oraz Wniosek 1.3.7 daja opis brzegu Szytowa
duzej klasy obszarow. Stosujac je dostajemy na przyktad opis brzegu Szytowa zsy-
metryzowanego polidysku w C™ (zob. [Agl-You| dlan = 2 i [Edi-Zwo 2] dlan > 3)
oraz tetrabloku ([You)).

1.4. Odwzorowania holomorficzne wlasciwe w tetrabloku

Zauwazmy, ze z Uwagi 1.3.9 wynika nastepujaca

Propozycja 1.4.1 (zob. takze [You]). O;E = II(0sR ;) = II(U), gdzie U jest zbio-
rem symetrycznych macierzy unitarnych.

Uzywajac wynikow z poprzednich sekcji otrzymujemy réwniez

Propozycja 1.4.2. Dowolne odwzorowanie holomorficzne wtasciwe f : Ry — E
rozszerza sie holomorficznie na otwarte otoczenie Ry;.

DowOD. Wystarczy uzy¢ Uwagi 1.2.1 1 zastosowaé Lemat 1.2.3. U

Uwaga 1.4.3 (zob. takze Dodatek). Zauwazmy (zob. [Agr]), ze dla dowolnego ele-
mentu a € R;; odwzorowanie

0o(z) = —a+ (1 — aa*)?x(1 — a*2) Y (1 — a*a)?, z € Ry, (1.4.1)

jest automorfizmem obszaru Rr;. Odwzorowanie odwrotne jest dane wzorem @, ' =

w_q oraz p,(0) = —a, pu(a) =0.
Ponadto, jedynymi automorfizmami linowymi sg odwzorowania postaci

L,: R 3 xw— uzu' € Ry, (1.4.2)

gdzie u jest macierza unitarng.
A zatem, na mocy twierdzenia Cartana, Aut(R;;) = {Lyo . : a € Ry, u €

M2><2((C>, uu* = 1}.

Przedstawiony ponizej Lemat 1.4.5 zostal udowodniony w [Rud 1] dla kuli eu-
klidesowej w C". W zasadzie, dla naszych celéw, duzo stabszy gtéwny wynik z pra-
cy [Tum-Hen| bylby wystarczajacy. Jednakze uogélnienie tego wyniku wydaje sie
by¢ interesujace samo w sobie. Co wiecej, nasz dowdd, bedacy modyfikacja meto-
dy Rudina, obrazuje podobienstwo geometrii klasycznych obszaréw Cartana i kuli
euklidesowe;j.

Przypomnijmy najpierw klasyczny juz wynik:

Lemat 1.4.4 (zob. [Rud 2], Theorem 8.1.2). Niech 2y i 2y bedg obszarami zbalan-
sowanymi w C" 1 C™, odpowiednio. Przypusémy ponadto, ze Qo jest wypukty i ogra-
niczony. Niech F' : Q1 — Qg bedzie odwzorowaniem holomorficznym.

Wowezas F'(0)(21) C Q.

Jesli dodatkowo zatozymy, ze F(0) =0, to F(AQ1) C A, dla 0 < A < 1.

Lemat 1.4.5 (Twierclzﬂlie lokalizacyjne dla klasycznego obszaru Cartana drugiego
typu). Niech ag, by € Ry bedg macierzami unitarnymi. Niech U, V' bedg otwartymi
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otoczeniami odpowiednio ag i by. Zatozmy, ze ¢ : UNRy — VN Ry jest odwzo-
rowaniem biholomorficznym. Jesli p(ag) — by dla pewnego ciggu (ar) C U N Ry,
ay — agp, to @ rozszerza sie do automorfizmu Ryy.

DowOD. Pokazemy najpierw, ze dla dowolnej symetrycznej i unitarnej macierzy

1 T2 . .. . . .
T = ( T ) istnieje macierz unitarna u taka, ze x = uu’.
2 T3

2
Skoro diag(a, )z diag(a, )" = @ ang , dobierajac odpowiednie war-
afry (a3

tosci «, B mozemy ograniczy¢ sie do przypadku gdy z = ( lef Z;Q > , gdzie
2 I3

x1,To € R, x5 > 0. Zauwazmy, ze warunek xx* = 1 pociaga za soba réwnanie
fz(—l‘l + Zf‘g) = 0.

Gdy x5 = 0, istnienie zadanej macierzy u jest oczywiste. W pozostalym przypad-

_ , . 1414/ 1—z2 . ,.
ku x3 = Ty oraz x7 + 23 = 1. Wezmy dowolne u; takie, by ui = ——%—" i potézmy

U= ( Zl ul_lt ) . Oczywidcie |ui|* = 1/2, wiec uu* = 1. Ponadto
11—l

2 52 2 =2 o 2
uy +u u u T /1 Ty
uut = ( ! ! ! J ) ( =T,

2_ =2 .2 =2 | = | .
uy —uy uj +uy i1 — a2 T
co dowodzi istnienia zadanej macierzy u.

A zatem, skoro dowolne odwzorowanie R;; > z +— uxu® € Ry, gdzie u jest
macierzg unitarng, jest automorfizmem obszaru R;; (patrz Uwaga 1.4.3), mozemy
zatozy¢ ag = by = 1.

Niech by := p(ay). Zdefiniujmy

Gy = Db, OPOP_g, - goak(UﬂRH) — @bk(vaH)a

k € N, gdzie ¢, jest automorfizmem klasycznego obszaru Cartana drugiego typu
danym wzorem (1.4.1).

Oczywiscie ¢_,(x) — 1 lokalnie jednostajnie przy a — 1, wiec standardowy
argument daje istnienie 6 > 0 takich, ze o, — 1, gdy k — o0, oraz zaréwno
©0a, (U NRr) jak i oy, (V N Ryr) zawierajg obszar dxR;r dla odpowiednio duzych
k. Pomijajac poczatkowe wyrazy mozemy wiec przyjac, ze pozostaje to prawdg dla
wszystkich k£ € N.

Zauwazmy, ze Gy, jest odwzorowaniem biholomorficznym i G (0) = 0. Odpowied-
nio przeskalowany Lemat 1.4.4 implikuje oszacowanie

6 < |det G1(0)] < 6;,°.

Poniewaz G, sa ograniczone oraz Gy(0) = 0, istnieje podciag ciagu {Gy} (ozna-
czany w dalszej czesci réwniez przez {Gy}) zbiezny lokalnie jednostajnie do pewnego
odwzorowanie holomorficznego G : Ry — Ry;. Oczywiscie |det G'(0)| =11 G(0) =
0, a zatem, na mocy Lematu 1.4.4, G'(0)(R;r) C Rys. Ale skoro |det G'(0)| = 1,
odwzorowanie liniowe G’(0) zachowuje objetosé. Stad wnioskujemy, ze

G'(0)(Rir) = Rur.
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W szezegblnoscei, G'(0) jest postaci (1.4.2). Sktadajac G z (G'(0))™! i stosujac twier-
dzenie Cartana stwierdzamy, ze G jest réwniez postaci (1.4.2).
Pot6zmy
N i={z € M22(C) + =z =2", ||2]| # p(2)}.
Nietrudno zauwazy¢, ze NN Ry jest otwarty w Ryr. Pokazemy, ze N N Ry jest
gesty w Ry;. W tym celu przypomnijmy, ze dla dowolnej macierzy kwadratowej o
wspotezynnikach zespolonych zachodzi

|2||? = ||z2*|| = p(zz*) = max{|\| : det(zz* — \) = 0}. (1.4.3)

A zatem
2x2(C) 22— ||z]|* € R

jest odwzorowaniem analitycznym (w sensie rzeczywistym) na M3, ,(C) \ V, gdzie

Vi={r: x=2" rz* ma podwdjng wartos¢ wlasna}.

Nietrudno zauwazy¢, ze dla dowolnej macierzy x = < il iz ) € V klatka Jor-
2 T3
: . : , A

dana macierzy xx* nie moze by¢ postaci E

Aby to pokazaé, przypusémy, ze

. A1)
S W NP

dla pewnej macierzy p = (p;;) € Maxa(C) takiej, ze detp = 1. Proste obliczenia
pozwalaja stwierdzi¢, ze pil + P21? = 0. Uzywajac tego faktu widzimy, ze zachodzi
jedna z mozliwosci:
21|+ |zo? = A =i [pial? oraz |wof* + Jws? = A+ ilpra
lub
21 + [a2* = A+ [puaf® oraz [aaf® + |l = A —ilpia [
Stad wynika, ze p1; = p21 = 0, a wiec det p = 0; sprzecznosc.
A zatem, jesli x € V to xzz* = A. W szczegdlnodci, 17Ty + 1273 = 0. Niech

o [ T1 X2
Vl = {x == Ty T3
D, zbiér D \ V; takze jest obszarem. Podobnie funkcja

2x2(C) 3w = p(x)® = p(z*) € R

jest analityczna na zbiorze W, gdzie

. x1To + x9T3 = 0}. Latwo widaé, ze dla dowolnego obszaru

W = {z € M5, ,(C): 2* ma dwie rézne wartosci whasne}.
Polézmy W, := M3, ,(C) \ W. Skoro
Wi = {x € M5, (Tra?)* —4det2® = 0},

to W, jest zbiorem analitycznym. A wiec w szczegdlnoéci, dla dowolnego obszaru D
w M5, 5 (C) zbior D\ (V; UW)) jest takze obszarem (oczywiscie ten zbidr jest takze
gesty w D).
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Gdyby teraz N N R;; nie byl gesty w Ry, to na pewnym obszarze W C Ry
zachodzitaby réwnosé ||z|| = p(2). Innymi stowy

22| = p(2*), z€W. (1.4.4)

Potézmy W := W \ (V, UW)) oraz R := Ry \ (V1 UW)). Z powyzszych rozwazai
wynika, ze obie funkcje pojawiajace sie w (1.4.4) sg analityczne w obszarze R oraz
réwne na W. Uzywajac spojnoéci R latwo wnioskujemy, ze réwno$é tych funkeji
przenosi sie na R.

Gestosé R, ciggloéé promienia spektralnego i ciggloéé normy operatorowej impli-
kuja, ze p(z) = ||z|| dla wszystkich z € Ry, co jest oczywiscie niemozliwe. A zatem
faktycznie, N N R jest gesty w Ryr.

Zauwazmy, ze Az € N oile z € N'i X € C\ {0}. Dla 2z € R;; zdefiniujmy

D, :={X\z: || z]| <1} C Ryy.
Niech K bedzie dowolnym zwartym podzbiorem N N R;;. Zauwazmy, Ze
U D.: z€ K} Cpa(RunNU) oraz | J{D.: z€ K} Cpa(RiyNV) (1.4.5)

dla a € R;; odpowiednio bliskich 1. Faktycznie, gdyby na przyktad pierwsza inkluzja
nie byla prawdziwa, to istniatyby ciagi (A\,) C C, (z,) C K i (a,) C Ry takie, ze
| Anznl| <1, an — 1, Ny = Ag € Coraz z, — 20 € K i A2y € @a, (RirNU) (w razie
potrzeby przechodzimy do podciagéw).

Jesli Ao = 0, to sprzecznosé jest oczywista, gdyz 3R C @a, (R1yNU) dla duzych
n. Tak wiec dla dostatecznie duzych n elementy A, z, lezalyby w ¢, (R NU).

Przypusémy wiecc, ze \g # 0. Poniewaz 2o € K C N, to X\zo € N N Ry
W szczegdlnodei, det(1 — Agzo) # 0 (gdyby det(1 — Aozg) = 0, to p(Aozo) = 1 >
H)\()Z()H = p(/\OZO); WIQC )\020 S N)

Korzystajac z (1.4.1) i faktu, ze det(1—Xozp) # 0 widzimy, ze ciag ¢, (An2,) dazy
do 1. Stad wynika, ze A\, z, € ., (R NU) dla n odpowiednio duzych; sprzecznosé.
Tym samym pokazalismy (1.4.5).

Skoro G jest izomorfizmem liniowym, zbior G=*(N)NN NR s jest otwarty i gesty
w Ryr. Potézmy B = {z € M5,,(C) : ||z —p|| < 2¢}, gdzie p € Ry ic> 0 sa
wybrane tak, aby

Bcc G YN)NNNR; oraz ||z]|<1—c¢ dla z€ B.
Na mocy wtasnosci (1.4.5), istnieje n, dla ktorego
D, C QOan(U N RH) 1 D(;(Z) C (pbn(v N RH), z € B. (1.4.6)
Mozemy zalozy¢, ze dla tak wybranego n :
|Gn(2) = G(2)|| <ec dla |z]]<1-c
Wtedy, dla ||z — p|| < ¢, zbiér D, jest zawarty w ¢, (U N R;r). Poniewaz
[|G7HGL(2)) = pl| = ||Gn(2) — G(p)|| < 2¢ widzimy, ze G1(G,(2)) € B. Uzywajac
(1.4.6) otrzymujemy inkluzje Dg,, .y C ¢s, (V N Rir).
Stosujac Lemat 1.4.4 do odwzorowania G, : D, — Ry, gdzie ||z — p|| < ¢,

stwierdzamy, ze ||G,(2)|| < ||z||. Ten sam argument zastosowany do odwzorowania
G,': Dg,(») — Rir daje, w polaczeniu z poprzednia nieréwnoscia,

|Gn(2)]] = [[2l] dla ||z —p[| <. (1.4.7)
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Przypomnijmy, ze dla dowolnego obszaru D, zbiér D\ V; jest obszarem. Ponadto
funkcja M5,o(C) 2 z — ||z]|* € R jest analityczna na D\ V;. A zatem réwnosé
(1.4.7) przenosi si¢ na obszar ¢,, (R NU), tzn.

1Gu(2)[| = [l2l] dla 2 € @a,(Rir NU).

Wybierzmy r takie, by obszar rR;; zawarty byt w ., (RiyNU) Ny, (RirNV).
Restrykcja odwzorowania G, do rR;; jest automorfizmem r’R;; zachowujacym O.
Z Uwagi 1.4.3 wynika, ze GG,, jest unitarne. Dzigki rownosci

0= p_p, 0GL oY,

natychmiast otrzymujemy teze. 0

Ponizszy wynik opisuje naturalng zaleznos¢ pomiedzy odwzorowaniami holomor-
ficznymi wlasciwymi tetrabloku a automorfizmami klasycznego obszary Cartana dru-

giego typu.

Lemat 1.4.6. Niech ¢ : E — E bedzie odwzorowaniem holomorficznym wiasciwym.
Wowczas istnieje automorfizm ¢ € Aut(Ryy) taki, Ze

poll=1Ilo1 (1.4.8)

DOWOD. Zauwazmy najpierw, ze II"(E) = R;;. Tak wiec IT : Ry — E jest
odwzorowaniem wtasciwym. Pot6zmy

fi=¢oll

Na mocy Wniosku 1.4.2 odwzorowanie f rozszerza sie do otoczenia otwartego (),
zbioru Ry;.
Zdefiniujmy

T i=A{z € det[f'(x)] # 01 fi(z) falx) # fs(x)}. (1.4.9)

Poniewaz odwzorowania holomorficzne wlasciwe sa niezdegenerowane, przecigcie zbio-
row J i O;Ryr jest, na mocy definicji brzegu Szylowa, niepuste. Wezmy dowolny
To € j N aSR[].

Ustalmy yo taki, by I(yo) = f(z0). Wybdr xy i wlasnosci odwzorowan nakrywa-
jacych implikuja istnienie otoczen otwartych U, V' punktow zq i yg odpowiednio oraz
odwzorowania biholomorficznego ¢ : U — V. 1¥(z9) = yo, takiego, ze

f=To¢ nal. (1.4.10)

Z Wniosku 1.3.7 wynika, ze f(zq) lezy w brzegu Szytowa tetrabloku, wiec 1(xq) jest
macierzg unitarng.
Lemat 1.4.5 i zasada identyczno$ci konczg dowdd. ([l

Posiadamy juz wystarczajace narzedzia do udowodnienia twierdzenia typu Ale-
xandera dla tetrabloku.

Twierdzenie 1.4.7. Niech ¢ : E — E bedzie odwzorowaniem holomorficznym wta-
sciwym. Wowczas ¢ jest automorfizmem.



1.5. C-WYPUKLOSC TETRABLOKU 22

DowOD. Wystarczy uzy¢ Lematu 1.4.6 by stwierdzié¢, ze odwzorowanie ¢ o II
jest krotnosci 2. Ale II jest takze krotnosci 2. Stad wynika natychmiast, ze ¢ jest
krotnosci 1, a zatem jest automorfizmem. 0

1.5. C-wypukloséé¢ tetrabloku

Uwaga 1.5.1. Pokazemy, ze tetrablok nie jest C-wypukty.
W tym celu potézmy
() := |2y — Tows| + |w129 — 23] + 23], for 2z = (z1,79,23) € C3.  (1.5.1)

Wiadomo, ze (zob. [Ab-Wh-Yo]) x € E wtedy i tylko wtedy v(z) < 1.
Dla ¢ € C niech

Co/l—i 14d 14d, i—1

Oczywiscie ¢(1), ¢(—1) € E. Ponadto (i) = (%(C +1), 55 ¢+ 1), —() .
Niech ¢ € R. Liczymy:

Ny |
Yli0) = [ ¢+ 1) = R 1+ 120+ 17 4 ¢+ ¢ =

V2 *+1 V2 3

= S N=ClH P51+ =5 N =+ 5 +1/2

W szczegdlnosei y(¢(z)) > 1 dla dowolnego z € {z € C: Rex = 0}, wigc E N (C)
nie jest spojny.
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Odwzorowania holomorficzne wtasciwe pomiedzy
niehiperbolicznymi obszarami Reinhardta w C>

2.1. Wprowadzenie
Niech Dy, D, bedg obszarami Reinhardta w C? oraz

f:Di1— D,

bedzie holomorficznym odwzorowaniem wtasciwym. Naszym celem jest zidentyfiko-
wanie wszystkich sytuacji, w ktorych odwzorowanie f jest nieelementarne oraz po-
danie doktadnych wzoréw na odwzorowanie f oraz odpowiadajace mu obszary D,
i Dy. Przypomnijmy, ze odwzorowaniami elementarnymi algebraicznymi (lub krétko
elementarnymi) nazywamy odwzorowania postaci

(z,w) — (const 2w, const zw?),

gdzie a,b,c,d € 7.

Wiadomo, ze dowolne odwzorowanie biholomorficzne f : Dy — Dy mozemy
przedstawi¢ jako ztozenie automorfizméw Dy i Dy oraz odwzorowania elementarnego
algebraicznego pomiedzy D; i Dy (zob. [Kru] i [Shi 2]). Tak wigc, nieelementar-
ne odwzorowania moga pojawia¢ si¢ jedynie pomiedzy obszarami rownowaznymi ze
wzgledu na odwzorowania elementarne i posiadajgcymi nieelementarne automorfi-
zmy. Klasyfikacja odwzorowan biholomorficznych miedzy obszarami Reinhardta jest
bardzo klasycznym problemem geometrii zespolonej obszaréw Reinhardta, rozwa-
zanym w wielu pracach. w [Shi 1] S. Shimizu, uzywajac teorii grup Liego rozwa-
zal holomorficzng réwnowaznos¢ ograniczonych obszaréw Reinhardta w C”, nieza-
wierajacych srodka uktadu wspotrzednych. Podobne wyniki zostaty uzyskane przez
D.E. Barretta w [Barr|, jednakze jego podejécie do rozwiazania problemu byto ana-
lityczne. Opis grup automorfizméw wszystkich obszarow Reinhardta zawierajacych
srodek uktadu wspétrzednych zostal podany w [Sun]. Wyniki z tej pracy zostaly
pdzniej rozszerzone w [Kru] na wszystkie ograniczone obszary Reinhardta w C™.

W sytuacji nieograniczonych obszaréw D; i Do problem cze$ciowo rozwazany byt
w pracach [Shi 3], [Shi 4], [Edi-Zwo 1] i [Kos 1].

Uzyskanie klasyfikacji odwzorowan wlasciwych jest oczywiscie ciezszym proble-
mem, samo dziatanie na odwzorowaniach wlasciwych wymaga duzo subtelniejszych
metod od tych uzywanych przy odwzorowaniach biholomorficznych. Problem opisu
wtasciwych holomorficznych odwzorowan nieelementarnych byt rozwazany w pracach
[Ber-Pin] oraz [Lan-Spi] w klasie zupelnych obszaréw Reinhardta. Jak si¢ okazuje,
takie odwzorowania mogg istnie¢ jedynie pomiedzy pewnymi pseudoelipsoidami badz
polidyskami. Wiadomo, ze odwzorowania holomorficzne wtasciwe pomiedzy polidy-
skami to odwzorowania, ktorych sktadowe sa skonczonymi iloczynami Blaschkego.

23
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7, kolei odwzorowania holomorficzne wtasciwe pomiedzy pseudoelipsoidami w C”,
n > 2, zostaly wyznaczone w [Din-Sel].

Odwzorowania holomorficzne wtasciwe miedzy specjalnymi klasami obszarow Re-
inhardta rozwazane réowniez byty w [Lan].

Ostateczny wynik dla obszaréw ograniczonych, ktéry jest uwienczeniem wielu lat
badan, zostal ostatnio uzyskany w pracy [Isa-Kru] A.V. Isaeva i N.G. Kruzhilina.
Autorzy doktadnie opisali wszystkie mozliwosci istnienia nieelementarnych odwzoro-
wan wtasciwych pomiedzy ograniczonymi obszarami Reinhardta w C? :

Twierdzenie 2.1.1 ([Isa-Kru]). Niech Dy, Dy bedg ograniczonymi obszarami Re-
inhardta w C?. Zaléimy, ze f : Dy — D, jest nieelementarnym holomorficznym
odwzorowaniem wlasciwym. Wowczas zachodzi jedna z nastepujgcych mozliwosci:

(i) Z doktadnoscig do permutacji skladowych f i zmiennych, odwzorowanie f ma
postac

(z,w) — (const 2w’ B(A;2P'w™), const wc) , (2.1.1)

gdzie a,b,c,p1,q1 € Z, a > 0, ¢c > 0, p; >0, ¢ < 0, p1 © 1 s¢ wzglednie
pierwsze, aqy—bpy < 0 oraz B jest niestatym, skoriczonym iloczynem Blaschkego
takim, ze B(0) # 0. W tym przypadku obszar Dy jest postaci

{(zyw) € C*: Ayl w|™ < 1, 0 < |uw| < C1}

dla pewnej statej Cy > 0 bgdZ Dy jest bidyskiem (wowczas we wzorze (2.1.1)
b=0,p1 =1, ¢ =0). Obszar Dy ma odpowiednio postac

{(zw) € C*: Ayl w|™ < 1, 0 < w| < Ca},

gdzie pa, qa € 7 sq wzglednie pierwsze, py > 0, qgo < 0, g—z = ‘“hcp% oraz Ay > 0,
Cs > 0, badZ Dy jest bidyskiem.

(i1) Z dokladnoscig do permutacji skladowych f i zmiennych, odwzorowanie f ma
postac (2.1.1), gdzie a,b,c,p1,q1 € Z, a >0, ¢ #0, py >0, p1 i q1 sg wzglednie
pierwsze, Ay > 0 oraz B jest niestalym, skonczonym iloczynem Blaschkego
takim, ze B(0) # 0. W tym przypadku obszary sq postaci

-Dl = {<Z7w> c (C2 . A1|Z|p1|w|q1 < 17 El < |U)| < Cl}’
Dy = {(z,w) € C?: Az lw|® < 1, By < |w| < 02}’

gdzie pa, g € 7 sq wzglednie pierwsze, ps > 0, g—z = aqu% orazCy >0, By > 0,
A2>O, Cg>0, Es > 0.
(i1i) Z doktadnoscig do permutacji zmiennych, odwzorowanie f ma postac

(z,w) — (const 2*B1(Az), const biz(C’w)> :

gdzie a,b € Z, a > 0, b > 0, A > 0, C > 0, oraz By © By sq niestatymi,
skoniczonymi iloczynami Blaschkego takimi, Ze B1(0) # 0 i Bo(0) # 0. W tym
przypadku obszary Dy 1 Dy sq bidyskami.

(iv) Odwzorowanie f jest zlozeniem f = G o F o H, gdzie H jest odwzorowaniem
elementarnym z D1 w obszar D = {(z,w) € C? : |w| > exp(|z|?)}, F jest auto-
morfizmem D, natomiast G jest odwzorowaniem elementarnym z odpowiedniego
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obszaru zawartego w D na Dy. Z dokladnoscig do permutacji zmiennych, od-
wzorowanie H ma postaé

—by

(z,w) — (const 2P w™", const w’q) ,

gdzie a1, by, ¢y € N; odwzorowanie F' jest postaci
(z,w) — (eitlz + 5, €2 exp(28e™ 2 + ]8\2)10) :
gdzie t1,t5 € R, s € C,; z dokladnoscig do permutacji sktadowych, odwzorowa-

nie G ma postac

—by

(z,w) — (Const 2%w ™" const w‘”) ,

gdzie as, by, co € N. W tym przypadku obszary sq¢ postact
={(z,w) € C*: Cfexp(—Ey|zl*|w| ™) < |w| <

C exp(—Ey |z w| )},

2b
= {(z,w) € C*: Chexp(—Ealz|w] %) < u]| <
2 _2bg
Ch exp(— Ey|2|™ [w| %72) },

gd2260<01<01,0<0§<02, E1>0, Ey; > 0.

Odwzorowanie f jest zlozeniem f = G o F o H, gdzie H jest odwzorowaniem
elementarnym z Dy w obszar Q% = {(z,w) € C* : [2]? + |w|* < 1}, dla
pewnej a > 0, G jest odwzorowaniem elementarnym z odpowiedniego obszaru
zawartego w Q% na Do, oraz F jest automorfizmem Q. Z dokiadnoscig do
permutacyi zmiennych, odwzorowanie H ma postac

—by

(z,w) — (const 2w~ const wcl) ,

gdzie a1, by,c1 € N, a; >0, by > 0, ¢; > 0; odwzorowanie F' ma postac

—a , (1—la)=
(Z,ww(eitlz @ (1= Jal) w))

1 —az’ (1—az)a

gdzie |a| < 1, a # 0, t1,ty € R; 2z dokladnoscig do permutacji skiadowych,
odwzorowanie G jest postaci

(z,w) — (const 22"

, const wCQ) ,
gdzie as, by, co € 7, as >0, by > 0, co > 0. W tym przypadku obszary sq postaci

D, = {(z,w) € C*: 1]z + Ey|w|** < 1},
G < 1},

= {(z,w) cC?: Cy|zl* |w|™® <1, E;(1 - Cl|z|2“1|w|_2b1)ril < |w| <

Dy = {(z,w) eC?: Cg\z]% + Es|w

albo

_1
By(1 — Cyl*t |27 ),
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9 2 _ 2bp , 2 _2b3 o
Dy = {(z,w) € C°: Cylz|oz|w| =22 < 1, EY(1 — Colz]2|w| =)o < |w| <
2 2b c:
Ey(1 — Clz|ozuw| )},

dla pewnych Cy >0, Cy > 0,0 < E] < Fy, 0 < E) < E.

(vi) Odwzorowanie f jest ztoZeniem f = G o F o H, gdzie H jest odwzorowaniem
elementarnym z Dy na kule Euklidesowg By = {(z,w) € C*: |z]* + |w|* < 1},
F jest automorfizmem By oraz G jest odwzorowaniem elementarnym z By na
Ds. 7 dokltadnoscig do permutacyi zmiennych, odwzorowanie H ma postaé

(z,w) — (const 2™ const wbl) ,

gdzie a1,by € N; odwzorowanie F jest takie, Ze F(By NV;) ¢ By N (V4 U Vs),
1 =1,2; z dokladnoscig do permutacji sktadowych, odwzorowanie G ma postaé

(z,w) — (const 2" const wb2> ,
gdzie as, by € N. W tym przypadku obszary majg postaé
D ={(z,w) € C*: C1|z]*" + Ey|w* < 1},
Dy ={(z,w) € C2: Cylz|o + Eylw|®s < 1},
gdzie C1 >0, By >0, Cy >0, Ey > 0.
Natychmiastowym wnioskiem z powyzszego twierdzenia jest

Wnhiosek 2.1.2 ([Isa-Kru]). Niech Dy, Dy bedq ograniczonymi obszarami Reinhard-
ta w C?. Jedli istnieje odwzorowanie holomorficzne wtasciwe z Dy na Doy, to réwniez
istnieje odwzorowanie wiasciwe elementarne z Dy na Ds.

Zajmijmy sie teraz niehiperbolicznymi obszarami Reinhardta. Na mocy Twierdze-
nia 4.3.3, niehiperboliczne pseudowypukte obszary Reinhardta w C? nie zawierajace
C? moga by¢ podzielone na dwie klasy. Pierwsza sktada sie z obszaréw, ktérych ob-
raz logarytmiczny zawiera linie prosta. Jak tatwo mozna to sprawdzi¢, sa to obszary
algebraicznie réwnowazne z

Dor y, ={(21,22) €C*: 1_ < |2q|*|22]** < 13}, (2.1.2)

gdzie a = (ay, az) € (R?),, —co <r_ <r, <oo, ry >0 (gdy z > 0 oraz 3 < 0 to
przyjmujemy, ze x” jest zdefiniowane, o ile z # 0).

Druga klasa obejmuje niehiperboliczne pseudowypukte obszary Reinhardta takie,
ze przeciecie D N C2 jest juz zbiorem hiperbolicznym.

Obszary D,,_,, postaci (2.1.2) sa nazywane obszarami typu wymiernego jesli
ta € Q* dla pewnego t > 0. W przeciwnym wypadku méwimy, ze D, , . jest typu
niewymiernego.

Whprowadzmy nastepujace oznaczenia:

(a) DX ={(21,22) € C*: 0 < |21]|z2|* < 1}, a €R,
(b) Dy = {(21,22) € C*: |2]|22|* < 1}, a €R,
(¢) Doy ={(21,20) €C*: 1/r < |z||22|* <7}, a €R, 7> 1.
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Przechodzac do obrazéw logarytmicznych mozemy tatwo wykazaé, ze dowolny
obszar D, ,- ,+ typu niewymiernego, jest algebraicznie réwnowazny jednemu z ob-
szar6w postaci (a), (b) lub (¢) (z niewymiernym «).

W podobny sposob mozna pokazac¢, ze obszar D,,_,, typu wymiernego jest
algebraicznie rownowazny jednemu z ponizszych obszarow:

(d) D xC, gdzie D jest pierscieniem, dyskiem, lub dyskiem z wyrzuconym srod-

kiem ukladu wspétrzednych, natomiast C € {C, C,},

(e) {(z1,22) € C?: |20||23| < 1}, gdzie p,q € N sa wzglednie pierwsze,

(f) {(21,22) € C x C, : |27]|23| < 1}, gdzie p, q sa liczbami naturalnymi.
Zauwazmy, ze obszar postaci (e) to Da natomiast obszar postaci (f) jest algebraicznie
rownowazny z D —q. ’

p

W [Kos 1] opisano zbiér odwzorowan holomorficznych wlasciwych pomiedzy ob-
szarami D, ,_,.  typu niewymiernego. Ponadto pokazano, ze nie istnieje odwzorowa-
nie holomorficzne wtasciwe pomiedzy obszarami réznych typéw (wymiernego i nie-
wymiernego).

Opis wszystkich odwzorowan holomorficznych wtasciwych pomiedzy obszarami
postaci (e) zostal uzyskany w [Edi-Zwo 1|, natomiast miedzy obszarami postaci (d)
w [Kos 1]. Z kolei opis odwzorowan holomorficznych wtasciwych obszaréw postaci
(f) uzyskujemy powtarzajac doktadnie rozumowanie dla obszaru (e).

Ponizej prezentujemy zbiorczo wspomniane wyniki:

Twierdzenie 2.1.3 ([Edi-Zwo 1]). Jesli a, f > 0 sq liczbami wymiernymi, o = *

062
6 = %, o, B € Zy, 1 = 1,2, to dowolne odwzorowanie holomorficzne wiasciwe

F : D, — Dg jest jednej z nastepujgcych postaci:
Flar, 22) = (724 a2 (25 282), !/ (50 24%)28) lub
F(z1,25) = (€25 Jal /P2 (257 202), aV/Pr (257 20) 211,
gdzie a € O*(D), 6 € R oraz ki, ko, Iy, lo sq¢ dodatnimi liczbami calkowitymi spel-

niajgcymsi rownosct

042ﬂ1/€1 = 04152/52, 0415151 = 04252l2.

Twierdzenie 2.1.4 ([Kos 1, Kos 3]). (i) (a) Jesli a« € R\ Q, to zbidr odwzoro-
wan holomorficznych wlasciwych pomiedzy obszarami D, , © Dg r jest niepusty
wtedy @ tylko wtedy gdy

1 1
og 1 €Z +pPZ oraz aﬁ €Z + pZ. (2.1.3)
logr logr

(b) Niech a, 5 € R\ Q, r, R > 1 bedqg takie, ze k())ggr =k +4L05 i alogf =

ko153 dla pewnych catkowitych k;, l;, 1 = 1,2. Wowczas dowolne odwzorowanie
holomorficzne wtasciwe f : D, , — Dg g jest jednej z nastepujgcych postaci:

{f(Z) <azf1z;,bzilzéz> lub

o) = (azctag® porbigtey 2= C122) € Dar, (2.1.4)

gdzie a,b € C spetniajg réunosé |a||b|® = 1.



(i)

(iii)

(iv)

(vi)
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Niech o, € R\ Q. Zbior odwzorowar, holomorficznych wtasciwych pomiedzy
obszarami D}, i D} jest niepusty wtedy i tylko wtedy gdy o = (ko+0Bla)/(k1+811)
dla pewnych k;,l; € Z, i = 1,2. Ponadto, jesli o = (ko + Bl2)/(k1 + Bly),
gdzie ky + 118 > 0, to wowczas dowolne odwzorowanie holomorficzne wiasciwe
[+ D, — Dj jest postaci

f(z1, 20) = (a2 282 b2h2l2) (21, 20) € DZ, (2.1.5)

gdzie a,b € C spetniajg réunosé |a||b|® = 1.

Niech a, 5 € R\ Q.

(a) Jesli oo > 0,5 > 0, to zbior Prop(D,, Dg) jest niepusty wtedy i tylko wtedy
gdy o = pf dla pewnego p € Q~o. W tym przypadku wszystkie odwzorowania
wiasciwe pomiedzy D, 1 Dg sq postact

(21, 22) — (21, 24), (2.1.6)

gdzie k,l sq dodatnimi liczbami catkowitymi takimi, ze p = é

(b) Jesli o < 0,8 < 0, to wéwczas zbior Prop(D,, Dg) jest niepusty wtedy
i tylko wtedy gdy o = py + poB dla pewnych wymiernych pi,ps, pa # O.
W tym przypadku wszystkie odwzorowania holomorficzne wlasciwe pomiedzy
D, i Dg sq postaci

(21, 20) = (21252, 23), (2.1.7)

gdzie ki, ko, 1, ky > 0, s¢ dowolnymi liczbami catkowitymi takima, Ze py = Z—i,
ipg = le

(c) Jesliaf < 0, to nie istnieje odwzorowanie holomorficzne wtasciwe pomiedzy
D, i Dg.

Niech o, 3 € (R?),, rf > 0, r; < r}, i =1,2. Zaléimy, ze zbiory Dy o s

Dﬂﬂ";ﬂ”; sq tego samego typu (wymiernego lub niewymiernego). Jesli istnieje
odwzorowanie holomorficzne wtasciwe v : Da,r;,rj — DBJ,Q—’T;, tor;rg >0
bgdz ri =ry =0.
Niech o, 3 € (R?),, v} > 0,77 <rj,i=1,2. Jesli zbiory Dy, i Dy, s 5q
roznych typow, to nie istnieje odwzorowanie holomorficzne wlasciwe pomiedzy
Da,rf,rf a Dﬁ,r;,r;’
Niech A, B C C bedg niepustymi obszarami ograniczonymi. Wowczas

(a) Prop(A x C, B x C) sklada sie z odwzorowan postaci

AxC 53 (z,w)— (0(2),an(z)w™ + ...+ ap(z)) € BxC,

gdzie ¢ : A — B jest holomorficznym odwzorowaniem wtasciwym, N € N,
ag,...,an—1 € O(A) oraz ay € O*(A).

(b) Prop(A x C,, B x C) sklada si¢ z odwzorowar postaci
an(z)whN + ...+ ag(2)

wk

gdzie o : A — B jest holomorficznym odwzorowaniem witaSciwym, N € N,
keN,0<k<N, ay,...,ay_1 € O(A), oraz ag,ay € O*(A).

(c¢) Prop(A x C,, B x C,) sklada si¢ z odwzorowan postaci

AxC, 3 (z,w) = (¢(2),a(z)w”) € B x C,,

AXC, > (z,w) — (¢(2),

)€ B xC,
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gdzie p : A — B jest holomorficznym odwzorowaniem wtasciwym, k € N oraz
a € O*(A).
(d) Zbiér Prop(A x C, B x C,) jest pusty.

Wiyniki, ktére zaprezentujemy w tym rozdziale (Twierdzenie 2.2.4), w potacze-
niu z powyzszymi twierdzeniami z prac [Isa-Kru|, [Edi-Zwo 1] i [Kos 1] zakoncza
problem charakteryzacji odwzorowan holomorficznych wtasciwych pomiedzy obsza-
rami Reinhardta w C? (poza przypadkiem, gdy otoczka holomorficznosci obszaru
Reinhardta zawiera C2?). Ponadto, z danym obszarem Reinhardta w C" skojarzymy
state, ktore okazg sie by¢ niezmiennikami odwzorowan holomorficznych wtasciwych
dla dowolnego n (Twierdzenie 2.2.3).

Uzyskamy takze pewne ogoélniejsze wyniki, wykraczajace poza klase obszaréw
Reinhardta (jak cho¢by Twierdzenie 2.3.6).

W Sekeji 2.4 zaprezentujemy rowniez czesciowe rezultaty dotyczace odwzorowan
holomorficznych wtasciwych pomiedzy C2, C? i C x C,.
Zauwazmy tu, ze nastepujace odwzorowania f : C2 — C? sg biholomorficzne

(1) f(z1,22) = (21exp(nap(21"25%)), z2 exp(—n1p (21" 237))), gdzie ny,ny € Z oraz

¢ € O(C,);
(i) f(z1,22) = Pa(z), gdzie A € Mays(Z), det A = +1;
(iii) f(z1,22) := (c121, C222), gdzie ¢, 3 € C,.

Pelen opis grupy automorfizméw C? nie jest znany. Przypuszcza sie (zob. np.
[And]), ze odwzorowania powyzszej postaci generuja grupe Aut(C?). W 1956 roku
E. Peshl twierdzit, ze czeSciowo rozwiazal te hipoteze. Stwierdzit mianowicie w [Pes],
ze dowolny automorfizm C2, posiadajacy holomorficzne rozszerzenie do C? jest ge-
nerowany przez odwzorowania postaci (i), (ii) oraz (iii). Kluczowym punktem byto
wykazanie, ze kazdy taki automorfizm zachowuje forme

le A dZQ
Z1%2 .

Jednakze dowdd tego faktu okazal sie by¢ niekompletny i do dzis pozostaje otwartym
problemem.

Czeéciowe wyniki dotyczace automorfizméw C? zostaty uzyskane przez Y. Nishi-
mure. W [Nis 2] autor pokazal, ze dowolny automorfizm C? posiadajacy holomor-
ficzne rozszerzenie do C? i zachowujacy forme dz; Adz, jest postaci (i), zny = ny = 1.
Uzyskal réwniez pewne wyniki dotyczace automorfizméw C x C, ([Nis 1]).

Co ciekawe, nasze metody dowodowe, zaprezentowane w Sekcji 2.4, pozwalaja
otrzymac dla odwzorowan holomorficznych wtasciwych wyniki podobne do tych uzy-
skanych dla automorfizméw w pracach [Pes| i [Nis 1].

Struktura grup Aut(C?) i Aut(CxC,) jest duzo bardziej skomplikowana. Istotnie,
zauwazmy na przyktad, ze kazde z odwzorowan postaci

f(z1, 22) := (azy exp(p(2122, 22)) + V¥ (2122, 22), 22 exp(—p (2129, 22))),

(21,22) € C x C,, gdzie a € C,, ¢,9 € O(C?), jest elementem Aut(C x C,) (zob.
np. [Jar-Pfl 5], Chapter 2). Nastepujacy przyktad dobitnie pokazuje, jak bardzo
skomplikowana jest struktura grupy Aut(C?).



2.2. PRZEDSTAWIENIE GEOWNYCH WYNIKOW 30

Twierdzenie 2.1.5 ([Fr-Ma-Vi]). Dla dowolnego skoriczonego ciggu ay,...,a; €
C? istnieje o € Aut(C?), taki, ze

Fix(p) = {a1, ..., ar}.
2.2. Przedstawienie gléwnych wynikéw

Majac dane o € R™ oraz z € C" kladziemy

|29 == |21 .z,

o ile ma to sens (przypomnijmy, ze gdy 3 < 0 oraz x > 0 to rozumiemy, ze z° jest

dobrze zdefiniowane dla x # 0). Potézmy
Vi=C'x {0} xC"" 1t=1,...,n, (2.2.1)

oraz M := U V..

=1

Uwaga 2.2.1. Przypomnijmy na wstepie, ze obwiednia holomorficznosci obszaru
Reinhardta w C" jest takze obszarem Reinhardta w C" (zob. [Jar-Pfl 5]) . Co
wigcej, odwzorowanie holomorficzne wtasciwe f : Dy — Dy pomiedzy dowolnymi
obszarami rozszerza sie do odwzorowania holomorficznego wtasciwego

]?I b\l — 52
pomiedzy obwiedniami holomorficznosci D, i Dy obszaréw D; i D, odpowiednio (zob.
Twierdzenie 4.5.9).

Definicja 2.2.2. Z danym obszarem Reinhardta D C C" kojarzymy nastepujgce
stale:

d(D) :=najwickszy mozliwy wymiar przestrzeni afinicznej zawartej w obrazie
logarytmicznym obwiedni holomorficznosci obszaru D,
t(D):=#{t=1,....n: DNV, # 0}
W sytuacyi, gdy n = 2 kladziemy dodatkowo
s(D):=#{t=1,2: DNV, =V},
s«(D)=#{t=1,2: DNV, =(V).}.
Zdefiniowane powyzej obiekty okazuja sie by¢ sg niezmiennikami odwzorowan

holomorficznych wladciwych pomiedzy obszarami Reinhardta w C2?. Méwigc precy-
zyjniej, wykazemy nastepujace

Twierdzenie 2.2.3. Niech D, G bedg obszarami Reinhardta w C". Zalézimy, ze zbior
odwzorowan holomorficznych wtasciwych miedzy D i G jest niepusty. Wowczas

d(D) = d(G). (2.2.2)
Jesli dodatkowo n = 2 oraz d(D) = d(G) =0, to
(s(D), 5.(D), (D)) = ((s(G), 5.(G), {(G))- (2.2.3)

Mozna nawet pokazaé, ze obwiednia holomorficznoéci obszaru quasi-kolowego jest takze ob-
szarem quasi-kotowym.
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Niech D; oraz D, bedg obszarami Reinhardta w C2. Niech f : D; — D, bedzie
odwzorowaniem holomorficznym wtasciwym. Zatézmy, ze f nie jest odwzorowaniem
elementarnym. Naszym celem jest uzyskanie doktadnego wzoru na odwzorowanie f
jak i rowniez obszary Dy, Ds.

Uzywajac Uwagi 2.2.1 widzimy, ze przypadek d(D;) = s(D;) = s.(D;) = 0,
i = 1,2, zostal opisany w [Isa-Kru]. Ponadto, w pracach [Edi-Zwo 1] oraz [Kos 1]
autorzy sklasyfikowali wszystkie wtasciwe holomorficzne odwzorowania f : Dy —
Dy pomiedzy pseudowypuklymi obszarami Reinhardta Dy, Do takimi, ze d(D;) =
d(Ds) =1 (to znaczy obszarami, ktérych obraz logarytmiczny jest albo pasem albo
pétplaszezyzna). Elementarne, aczkolwiek monotonne obliczenia pozwalaja okresli¢
wszystkie mozliwe obszary Reinhardta D/, D), ktérych obwiednie holomorficznosci
sa réwne odpowiednio Dy, Dj i restrykcja f] D D} — D), jest wlasciwa.

Reasumujac, aby uzyska¢ pelny opis nieelementarnych holomorficznych wtasci-
wych odwzorowan pomiedzy obszarami Reinhardta Dq, Dy, ktorych obwiednie holo-
morficznodci sa niehiperboliczne i nie zawieraja C2, wystarczy rozpatrzeé¢ przypadki
gdy d(D;) = d(Ds) = 0 oraz

s(Dy) =s(D3) #0 badz s.(D1) = s.(Dy) # 0.

Rozwigzanie tego problemu jest gléwnym twierdzeniem niniejszego rozdziatu:

Twierdzenie 2.2.4. Niech Dy, Dy bedg obszarami Reinhardta w C?, ktérych obwied-
nie holomorficzno$ci sq niehiperboliczne. Niech d(Dy) = d(Dy) =0 i s(D;) # 0 badZ
s(D;) #0,1=1,2. Zalézmy, ze f : Dy — Dy jest nieelementarnym holomorficznym
odwzorowaniem wiasciwym.

Wowczas zachodzi jedna z dwoch ponizszych mozliwosci:

(i) Z dokladnosScig do permutacji skladowych f oraz zmiennych, odwzorowanie f
jest postaci
f(z,w) = (u12" B(C12P w ™), pow'), (2.2.4)
gdzie k,l € N, p1,q1 > 0 sq wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi, B jest
niestatym, skonczonym iloczynem Blaschkego takim, ze B(0) # 0, C; > 0 oraz
w1, o € C. W tym przypadku obszary Dy 1 Dy majg postac

D; = {(z,w) cC*: Cjz <1, w| < EZ} \ P, x {0}, i=1,2, (2.2.5)

gdzie 1, Fy > 0, pa,q2 > 0 sqg wzglednie pierwszyma liczbami catkowityms spet-
niajgcyms rownanie Z—z = %, natomiast Py jest wtasciwym domknietym pod-
zbiorem Reinhardta zbioru C (wéwczas Py musi byé postaci {uC*B(0) = ¢ €

P}).
(i1) Z dokladnos$cig do permutacji skladowych f oraz zmiennych, odwzorowanie f
jest postaci

flz,w) = ((€"2 + 5)™2, "2 exp(25e™ 2™ 4 |s]?) " 2w?), (2.2.6)

gdzie ay,as,c1,c0 € N, s € C,, i ty,to € R. W tym przypadku obszary Dy, Do
majq postaé

D; = {(z,w) € C*: |w| < Ciexp(—FE;|z|*)}, i=1,2, (2.2.7)
gdzze ki = 2@1, ko = 2/&2 1 Cl,CQ,El,EQ > 0.

pi

w



2.3. DOWODY 32

2.3. Dowody

Definicja 2.3.1. Niech D C C" bedzie dowolnym obszarem. Powiemy, ze odwzoro-
wanie holomorficzne f: D — C™ (m > n) jest niezdegenerowane, jesli

rank[f'(z)] = n (2.3.1)
dla pewnego x € D.

Uwaga 2.3.2. Zauwazmy, ze jesli (2.3.1) zachodzi dla pewnego x € D, to réwnosé
ta przenosi sie na D \ A, dla pewnego zbioru analitycznego A.

Lemat 2.3.3. Zaloimy, ze G jest pseudowypuktym obszarem Reinhardta w C" ta-
kim, ze d(G) < k, k < n. Niech f : C*¥ — G bedzie odwzorowaniem holomorficznym
niezdegenerowanym.

Wéwczas f(CF) C M.

Uwaga 2.3.4. Powyzszy wynik moze by¢ postrzegany jako uogdlnienie Twierdze-
nia 4.3.3 (a dokladniej réwnowaznosci pomiedzy (i) a (ii)). Wynika to natychmiast
stad, iz dowolne niestale odwzorowanie holomorficzne f : C — G jest niezdegene-
rowane oraz z faktu, ze jedynymi niehiperbolicznymi w sensie Brody’ego obszarami
na plaszczyznie zespolonej sa C oraz C \ {a}, gdzie a € C (co jest konsekwencja
Twierdzenia Uniformizacyjnego).

DowOD LEMATU 2.3.3. Niech f = (f1,..., fn). Dla dowodu nie wprost przypu-
sémy, ze f; Z0,1=1,...,n. Dla a € R" oraz p € R potézmy

Cop ={reR": (z,a) < p}. (2.3.2)

Niech m = n — k + 1. Na mocy zatozen log G jest wypuklym podzbiorem R™
niezawierajacym k-wymiarowej przestrzeni afinicznej. Oznacza to w szczegdlnosci, ze

istniejg liniowo niezalezne wektory o', ....a™ € R", of = (af,...,ad), 7 =1,...,m,

oraz pi,...,pm € R takie, ze

log G C () Cai ;- (2.3.3)
j=1
Zdefiniujmy
u;(z) = 2’|, zeCm (2.3.4)

Zauwazmy, ze restrykcja uj o f do C*\ V, gdzie V jest zbiorem analitycznym
postaci V = U;-‘Zl{z € CF: f;(z) = 0}, jest dobrze zdefiniowana funkcja plurisu-
bharmoniczng, j = 1,...,m. Na mocy (2.3.3) u;o f jest ograniczona na C*\ V, a za-
tem rozszerza sie do ograniczonej funkcji plurisubharmonicznej na C*, j =1,... m.
W szczegolnosci oznacza to, ze u;o f jest stata, powiedzmy u;o f = R;, dla pewnego
Rj ER,j: 1,...,m.

Innymi stowy

Za{ log |fi| =logR;, j=1,...,m. (2.3.5)

i=1
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Wybierzmy dowolny punkt zy € C*\ V. Niech U bedzie odpowiednio mata kula o
srodku w zj taka, ze f; #0w U, j =1,...,n. Niech log f; oznacza dowolnie wybrang
holomorficzng gataz logarytmu funkeji f; na U.

Zmieniajac w razie potrzeby kolejno$¢ indekséw, z rownan (2.3.5) mozemy wy-
wnioskowad, ze log |f;], j = k,...,n, sa kombinacja afiniczng log |fi],...,log|fe-1].
Uzywajac zasady identycznosci tatwo stad wnioskujemy, ze

] v
fi= A
na U, dla pewnych Aj,yf, e ,vi_l, j=k,...,n.

Stad tatwo juz wynika, ze rank[f’] < k—1na U. A zatem, na mocy Uwagi 2.3.4,
f nie jest niezdegenerowane; sprzecznosc. 0

Lemat 2.3.5. Zatoimy, ze f: D — G jest odwzorowaniem holomorficznym wiasci-
wym pomiedzy obszarami Reinhardta D,G C C". Niech ¢ : C — G bedzie niestatym
odwzorowaniem holomorficznym.

Jesli d(D) =0, to f~1(p(C)) C M.

DowOD. Wezmy a € R™ oraz R € R takie, aby log D byl zawarty w {z € R" :
(r,a) < R} oraz dla dowolnego t € R zbiér {x € R" : (x,a) = t} Nlog D byl
ograniczony. Niech

uq(2) = 2%, zeCl

Zauwazmy, ze ze wzgledu na dobér «a, funkcja plurisubharmoniczna wu jest ograniczo-
na na D NC?. A wiec rozszerza sie do ograniczonej funkcji plurisubharmonicznej na

D.
Whiasciwos$¢é odwzorowania f implikuje, ze

Uy = Mmaxuy o f!
jest dobrze zdefiniowang funkcja plurisubharmoniczng na G. A zatem
v(2) = va(2) = Ta(p(2)), z€C, (2.3.6)

jest ograniczong funkcjg plurisubharmoniczna na C, a co za tym idzie, jest stala.
Pokazemy, ze v = 0.

Dla dowodu nie wprost potézmy v = p i przypusémy, ze p > 0. Skoro zbiér
{r e R": (x,a) = log p}Nlog D jest ograniczony, wtasciwos¢ f pozwala nam wybraé
ciag (w,)p2; zbiezny do pewnego wy € 9D i taki, ze |wg| = p oraz f(w,) € ¢(C) dla
w e N.

Niech H bedzie ptaszczyzna wspierajaca log D w punkcie log wy. Wezmy 5 € R™
ip€R takie, by H ={x € R": (z,0) = p}.

Powtarzajac powyzsze rozumowanie zastosowane do funkeji v = vg tatwo stwier-
dzamy, ze istnieje p < e takie, ze |w®| < p dla wszystkich w € f~1(¢o(C)). W szcze-
golnosci, |wii| < p dla wszystkich p € N. Jednakze |wf)| — lwi| = € pray p — oo,
co daje oczywistg sprzecznosc. O

Twierdzenie 2.3.6. Niech D,G C C" bedg obszarami. Zalézimy, ze D jest ograni-
czony, natomiast G nie jest hiperboliczny w sensie Brody’ego. Wowczas nie istnieje
odwzorowanie holomorficzne wlasciwe pomiedzy D © G oraz pomiedzy G © D.
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DowOD. Niech v : C — G bedzie niestalym odwzorowaniem holomorficznym.

Zauwazmy najpierw, ze zbior Prop(G, D) jest pusty. Rzeczywiscie, gdyby f : G —
D byto odwzorowaniem holomorficznym wtasciwym, to f o~ bytoby odwzorowaniem
staltym, a to prowadzi do sprzecznodci z faktem, ze f, jako odwzorowanie wtasciwe,
jest skonczonej krotnosci.

Zatozmy teraz, ze istnieje odwzorowanie holomorficzne wtasciwe g : D — G.
Potozmy

A={ze D: det[d(z)] = 0}.

Oczywiscie A jest zbiorem analitycznym w D, A # D oraz, na mocy witasciwosci g,
zbidr g(A) jest analityczny w G i g(A) # G. Niech m bedzie krotnoscia odwzorowania
g. Wowezas #g Hw) =m dlaw € G\ g(A).

Potézmy

7Tk<)\): Z >\11)‘1k7 )\:(Al,,)\m) eC™ k=1,...,m, (237)

1< <. .. <ip<m

T = (T, Tm)- (2.3.8)
Ponadto, dla 2/ = (2],...,2]) € C", j = 1,...,m, zdefiniujmy
oz, ™) = (m(zg, .., 2, w2, 2™). (2.3.9)

Zauwazmy, ze odwzorowanie o : (C")™ — C™™ jest odwzorowaniem holomorficznym
wlasciwym o krotnoscei (m!)™.

Niech
g7 (w) = {G(w), ..., Cu(w)},  w e G\ g(A).
Poniewaz g jest lokalnym biholomorfizmem w otoczeniu ¢;(w), ¢ = 1,...,m, i odwzo-
rowanie o jest symetryczne, tatwo stwierdzamy, ze odwzorowanie ¢ = 0o ((y, ..., (n)

jest holomorficzne w G\ g(A). Skoro g(A) jest zbiorem analitycznym a 1) jest ogra-
niczone, mozemy rozszerzy¢ 1) do ograniczonego odwzorowania 12 na caltym G. Tak
wiec 1/; o 7y jest state.

Ustalmy 2’ € C. Jesli y(z) nalezy do G \ g(A), to oczywiscie

v(1(2) = a(G(v(2), - -, G (1(2)))-
Przypus$émy teraz, ze vy(2’) jest wartoscia krytyczng odwzorowania g. Ustalmy x =
(1,...,2m) € (C*)™ taki, by ¥ oy = o(z).
Wezmy ¢ € D takie by g(¢) = v(2) i niech (¢,,) C D\ A bedzie dowolnym ciagiem

zbieznym do (. Zauwazmy, ze o(g7(g((n))) = ¥(G) — o(x), czyli 0(¢,) — o(z).
Tak wigc 0(¢) = o(z). Pokazalismy zatem ze g~ '(v(z")) C o~ (o(x)).

Innymi stowy, dla dowolnego w € ~(C) zbiér g~ (w) jest zawarty w skoniczo-
nym zbiorze 0~ (o(z)). Ale 7 jest nieograniczone, wiec stad natychmiast dostajemy
sprzecznos¢ z wlasciwoscig odwzorowania g. ([l

Uwaga 2.3.7. Zauwazmy, ze odwzorowanie

1
C\{0,1} 32— 24+ ——-—+¢€C
\ {0, 1} E—y
jest wtasciwe. Tak wiec, Twierdzenie 2.3.6 nie pozostaje prawdziwe, jesli zamiast
ograniczonosci zatozymy jedynie hiperboliczno$¢ w sensie Brody’ego zbioru D.
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7 drugiej strony w klasie pseudowypuktych obszarow Reinhardta hiperboliczno$é¢
w sensie Brody’ego oznacza, z doktadnoscia to odwzorowan algebraicznych, ograni-
czono$¢ (patrz Twierdzenie 4.3.3). Tak wiec z powyzszego twierdzenia wynika, ze nie
istnieje odwzorowanie holomorficzne wtasciwe pomiedzy hiperbolicznymi i niehiper-
bolicznymi pseudowypuklymi obszarami Reinhardta.

Definicja 2.3.8. Dla pseudowypukiego obszaru Reinhardta D w C" poprzez 1(D)
oznaczmy zbiori = 1,...,n, dla ktérych przeciecie V; N D nie jest hiperboliczne (jako
obszar w C"™1). Polézmy
D" =D\ ( |J V). (2.3.10)
i€I(D)

Zauwazmy, ze D"P pokrywa sie z D, jesli przyktadowo D jest hiperboliczny badz
D c Cr.
Uzywajac powyzszej notacji mozemy sformutowaé nastepujace

Twierdzenie 2.3.9. Niech D, G bedg pseudowypukiymi obszarami Reinhardta w C2,
ktorych obrazy logarytmiczne nie zawierajq prostych afinicznych (tzn. d(D) = d(G) =
0). Niech ¢ : D — G bedzie odwzorowaniem holomorficznym wlasciwym. Wowczas

go(Dhyp) C Ghyp

oraz Testrykcja
. hyp hyp
(p‘Dhyp . D Y — G Y

jest odwzorowaniem wlasciwym.
DowOD. Na mocy Twierdzenie 2.3.6:
I(D) # 0 < I(GQ) # 0.

Jesli I(D) = I(G) = 0 to teza jest trywialna. Przypusémy wiec, ze I(D) # ().
Ustalmy ¢ € I(D). Przypusémy, nie tracac na ogdélnosci, ze i = 1. St
Lemat 2.3.3 do funkcji

osujac

f:C3 2z ¢(0,6°) € G
otrzymujemy inkluzje ¢(DNV;) C M. Innymi stowy ¢;(0, 2)¢2(0,2) = 0 dla z € C,,
wiec, na mocy zasady identycznosci, (D N V1) jest zawarty w V;y NG dla pewnego
j'=1,2 oraz

e(DNAV)N (Vi) =0 dla j #5". (2.3.11)

Zauwazmy, ze tak wybrane j’ lezy w zbiorze I(G). Rzeczywiscie, uzywajac relacji
(2.3.11) nietrudno sprawdzi¢, ze

gOle/l IDﬂmﬁGﬂ‘/j/

jest odwzorowaniem wtasciwym. A zatem, na mocy Twierdzenia 2.3.6, G NV} nie
jest hiperboliczne, wiec j' € I(G).

Zatézmy teraz, ze j € I(G). Lemat 2.3.5 daje nam:
o ' (V;NG) C M. (2.3.12)
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Aby zakoriczy¢ dowdd wystarczy pokazaé, ze o~ H(V;NG)N (Vi) =0, 0ilei € I(D).
Przypusémy, ze nie jest to prawda. w celu uproszczenia zapisu, przyjmijmy, ze j = 1
oraz 1 ¢ I(D). Mamy wiec nastepujaca sytuacje

e 'VinG)N (V). #0, 1€ I1(D). (2.3.13)

Niech 7 : C* — C bedzie kanoniczng projekcja na drugg wspotrzedna.
Pseudowypuktosé obszaru D, wlasnosé¢ (2.3.13) oraz fakt, ze 2 € I(D) pociagaja
za soba ograniczonosé¢ m(D). Tak wiec funkcja dana wzorem

v(z) = max |7(0 (0, 2))|, z¢€C,, (2.3.14)

jest stala (jako subharmoniczna i ograniczona na C,).
Niech p = v. Z (2.3.13) wynika, ze p # 0. Tak wiec, dla dowolnego z € C, istnieje
w = (w',w") € D takie, ze
IT(w',w")| = W' =p oraz p(w) = z. (2.3.15)
Z (2.3.12) wynika, ze w’ pojawiajace sie w (2.3.15) musi by¢ réwne 0. W szczegdlnosei,
(Va). C ({0} x pdD). To daje oczywista sprzecznosé. O

DowOD TWIERDZENIA 2.2.3. Skoro dowolne odwzorowanie holomorficzne wta-
Sciwe pomiedzy dwoma obszarami mozna rozszerzy¢ do odwzorowania wtasciwego
pomiedzy obwiedniami holomorficznosci tych obszaréw, mozemy zatozyé¢, ze D i G
sg pseudowypukte.

Niech f: D — G bedzie odwzorowaniem holomorficznym wtasciwym.

Nieréwnos$¢ d(D) < d(G) wynika tatwo z Lematu 2.3.3. Rzeczywiscie, przypu-
$émy, ze d(G) < k := d(D). Wypukloéé obrazu logarytmicznego obszaru D razem
7z warunkiem d(D) = k implikuja istnienie liniowo niezaleznych al, ..., a* € R",
al = (a{, ...,al), dla ktérych S t;a? + b € log D przy dowolnych ¢4, ...,t; € R oraz
b € log D. Stosujac Lemat 2.3.3 do funkcji
Ck > (21,...,2) = flexplalzy +.. . 4akz+b1), ... explatzi+... +a¥ 2 +b,)) € G,
gdzie b = (by,...,b,) € log D, tatwo stwierdzamy, ze f(D) C M, co daje natychmia-
stowa sprzecznosc. )

Pokazemy teraz nieréwnosé d(G) < d(D). Potézmy k := d(G) i dla dowodu
nie wprost przypusémy, ze d(D) < k. Argument uzyty w pierwszej czesci dowodu
pokazuje, ze dla dowolnego b € G mozemy skonstruowac niezdegenerowane odwzoro-
wanie 1, : C¥ — G takie, ze 13,(0) = b. Niech b bedzie dowolng wartoscia regularna
J 1 potozmy ) := 1.

Niech m := n—k+1. Skoro d(D) < n—m, to istniejg liniowo niezalezne wektory
al,...,a™ € R"oraz R > 0 takie, ze log D C N1 Cai g, gdzie Cy; g sa dane formuty
(2.3.2).

Dla o € R™ polézmy u,(z) := |2%|, z € C'. Zauwazmy, ze funkcja
v (A) 1= maxuas (f ' (W), A e Ch,
jest stata, j = 1,...,m (jako subharmoniczna i ograniczona).

_ Regularnos¢ punktu b pocigga za sobg istnienie pewnego niepustego obszaru V' C
C*, na ktérym zachodzi réwnosé

UOC]:uaJo(Ow? j:17"'7m’
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gdzie ¢ jest pewng funkcja holomorficzna na V' taka, ze ¢(((\)) =\, A € V.

A zatem funkcje u,; o ( o ¥ sa state, j = 1,...,m. Mozemy w tym miejscu
powtorzy¢ rozumowanie wykorzystane w dowodzie Lematu 2.3.3, by stwierdzi¢, ze
pochodna (o1 nie jest maksymalnego rzedu w otoczeniu poczatku uktadu wspotrzed-
nych. Jednakze ( o v jest niezdegenerowane, jako ztozenie lokalnego biholomorfizmu
z odwzorowanie niezdegenerowanym. To prowadzi do sprzecznosci.

PrzejdZmy teraz do dowodu (2.2.3). Zakladamy wiec, ze n = 2 oraz d(D) =
d(G)=0.

Zauwazmy, ze rOwWnowaznosé
#I(D)=0<«= #I(G)=0 (2.3.16)

wynika z Twierdzenia 2.3.6, Twierdzenia 4.3.3 i faktu, ze obszar D (badZ obszar G)
jest hiperboliczny wtedy i tylko wtedy, gdy #I(D) = 0 (odpowiednio #I(G) = 0).

A zatem, jesli #1(D) = #I(G) = 0 to D i G sa hiperboliczne. Istnieje wiec
odwzorowanie elementarne algebraiczne pomiedzy D i G (patrz Wniosek 2.1.2). Stad
juz bardzo tatwo wynika, ze (t(D), s(D), s.(D)) = (t(G), s(G), s«(G)).

Przypusémy wiec, ze #I(D) > 0 oraz #I(G) > 0. Pokazemy najpierw, ze
#1(D) = #1(G).

Gdy #1(D) = 1 natomiast #1(G) = 2 to, na mocy Twierdzenia 2.3.9, f(V;ND) C
Vi lub f(V; N D) C Vs, gdzie i € I(D). Stad i zasady identycznosci wynika z kolei,
ze f(Vin D) C V; dla pewnego j = 1,2, oraz f(V;ND)N (Vy), = 0 dla j° # j.
Ale jest to oczywiscie sprzeczne z, réwniez wynikajaca z TW1erdzen1a 2.3.9, inkluzja
frviuve) C v,

Rozpatrzmy teraz sytuacje gdy #I1(D) = 2 i #I1(G) = 1. Zmieniajac w razie
potrzeby kolejnosé wspotrzednych przypusémy, ze 1 € I(G).

Zatoézmy najpierw, ze t(G) = 2. Wowcezas t(D"P) = 0 oraz t(G"P) = 1. Jednakze,
#I1(D"P) = #1(G"P) = 0, wiec, stosujac rozwiazany juz przypadek otrzymujemy,
ze t(D"P) = t(G"P); sprzecznodé.

Jesli natomiast t(G) = 1, to oczywiscie Vo NG = 0. Wowezas

C 3z fo(z2,0) € C,

bytoby odwzorowaniem wlasciwym pomiedzy C i C,, co réwniez jest niemozliwe (zob.
np. Twierdzenie 2.1.4). Zatem rzeczywiscie,

£I(D) = #1(G).

Jesli #1(D) = #I1(G) = 2 to wowczas t(D) = t(G) = 2, s(D) = s(G) = 2 oraz
s.(D) = s5.(G) = 0.

Z kolei, jesli #1(D) = #I1(G) =1 to

t(D) = 1+ t(D"P) = 1 4 t(G"P) = t(G).

W sytuacji gdy t(D) = t(G) = 1, to s(D) = s(G) = 013()23()
Natomiast gdy t(D) = t(G) = 2, to S(D) = s(G) =1 oraz s,(D) = 5.(G) =

Tym samym pokazaliSmy réwnosé (2.2.3). O

DowOD TWIERDZENIA 2.2.4. Niech f : D1 — Dz oznacza rowniez rozszerzenie
odwzorowania f : Dy — D, do obwiedni holomorficznosci obszaréow Dy i Dy. Na mocy
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Twierdzenia 2.3.9, restrykcja f| pror D\?yp — f);wp jest rowniez odwzorowaniem
wlasciwym.

Gdyby s(D1) = 2 badz s.(D;) = t(Dy) = 1, to wéwczas obszar D'"P bytby pod-
zbiorem C2. Uzywajac opisu nieelementarnych odwzorowan wtasciwych z Twierdze-
nia 2.1.1, natychmiast widzimy, ze f| phor musi by¢ odwzorowaniem elementarnym.
Zasada identycznosci prowadzi w oczywisty sposob do sprzecznodci.

Tak wiec, pozostaje rozwazyé¢ przypadek, gdy t(D1) = t(Ds) = 2, s(Dy) =
s(Dy) = 1 oraz s.(D1) = s«(D2) = 0. Z doktadnoscia do zamiany wspétrzednych
mozemy zatozy¢, ze D;NVy = Vy oraz D;NV; sg zbiorami ograniczonymi dla ¢ = 1, 2.

Wypuktosé obrazow logarytmicznych IA)Z-, 1 = 1,2, implikuje istnienie k1, ky € N
dla ktoérych

—

D; C {(z,w) € C*: |z|w

i < Ci}

dla pewnych dodatnich ¢ i cs.

1 kK
0 1
fizmem pomiedzy DY? a ograniczonym obszarem Reinhardta ® 4 (D7), i = 1,2.
Tak wiec

Wynika stad wiec, ze odwzorowanie ®4,, gdzie A; = < , jest biholomor-

gi=Ba,0f0®,1: By (D) — g, (Dy") (2.3.17)

jest nieelementarnym odwzorowaniem holomorficznym wtasciwym pomiedzy ograni-
czonymi obszarami Reinhardta w C2.

Zredukowalismy sytuacje do momentu, w ktérym mozemy bezposrednio zasto-
sowa¢ klasyfikacje uzyskang w Twierdzeniu 2.1.1. Tak wiec zachodzi jedna z dwoch
nastepujacych sytuacji:

(i) D" = {(z,w) € C2 : CilzPijw|pite < 1, 0 < |w| < C!}, gdzie p;, g;
wzglednie pierwszymi liczbami catkowitymi takimi, ze p;k; +¢; > 0, p; >
0, ¢; <0, natomiast C;, C! > 0, i =1, 2.

(ii) DM = {(z,w) € C2: 0 < |w| < Cy exp(—Ey |22 |w|?191-201)}  natomiast
DI — {(z,w) € C2: 0 < |w| < Cyexp(—Ey|z|¥%2|w|2k2/22-2b2/a2e2)1 g yie
ai,bi,ci € N, CZ,EZ > O, 1= 1,2

Przypu$émy najpierw, ze zachodzi sytuacja (i). Stosujac klasyfikacje z [Isa-Kru]
raz jeszcze stwierdzamy, ze odwzorowanie g jest postaci

pi

g(z,w) = (Alz“bi(C’lzplw‘“), owe),  (z,w) € @(ﬁi‘y”),

gdzie a,b,c € Z, a,c > 0,aq; — bp; > 0, 1% = “‘“Cp%, B jest niestaltym, skonczonym

iloczynem Blaschkego nie znikajacym w 0 oraz A1, Ay € C,.. Potézmy ¢; = p;k; + ¢;.

Oczywiscie liczby p; i ¢; sa wzglednie pierwsze. Z opisu obszaru 5, wnioskujemy, ze
Elementarne obliczenia daja

f(zw) = (mz"w™ = F= P B(C 2P ), pyu’),  (2,w) € DI,

dla pewnych statych pq, po € C,. Skoro f rozszerza si¢ wtasciwie do 51, musi zacho-

dzié rownosé ak; — cky + b = 0. Ponadto g—z = ‘%.
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'Z drugiej strony nietrudno zauwazy¢, ze dowolny obszar Reinhardta zawarty
w Dy, ktérego obraz poprzez odwzorowanie f jest obszarem Reinhardta, 1 ktore-
go obwiednia holomorficznosci pokrywa sie z Dy, jest rowny Dy \ P x {0}, gdzie P,
jest dowolnym domknietym podzbiorem Reinhardta w C.

Rozwazmy teraz sytuacje (ii). Wprowadzmy oznaczenia my = kiag — by, mp =
koco — by. Podobnie jak wcezesniej, biorac pod uwage postac D; i Dy widzimy, ze
mq, Mo = 0.

Dla s € C, i t1,ts € R potézmy

hi(2) :==e"2+s, 2€C

ho(z) = €2 exp(25e™* + |s]?), 2z € C.

Uzywajac wzoru na odwzorowanie g (tutaj raz jeszcze stosujemy klasyfikacje uzy-
skana w Twierdzeniu 2.1.1):

f(zyw) = (R (2" w™ )2 hg (2 w™ ) ™2w ™22 hy (2" w2 )~ 2w ?), (2.3.18)

gdzie (z,w) € DIP. Skoro f mozna rozszerzyé wzdtuz Vi, widzimy, ze my =my = 0.

Pozostaje jeszcze zauwazy¢, ze dowolny obszar Reinhardta zawarty w Dl, ktorego
otoczka holomorficznosci jest réwna ﬁl, i ktorego obraz poprzez odwzorowanie f jest
Reinhardta, jest réwny 51. O

2.4. Uwagi dotyczace odwzorowan holomorficznych wtasciwych
f: D — G pomiedzy obszarami Reinhardta w C? takimi, ze
d(D)=d(G) =

Ponizej prezentujemy czesciowy wynik o odwzorowan holomorficznych wlasci-
wych pomiedzy obszarami Reinhardta, ktorych obrazy logarytmiczne pokrywaja sie
z plaszczyzng R2.

Propozycja 2.4.1. Zbiory Prop(CxC,CxC,), Prop(CxC,C,xC,) oraz Prop(Cx
C,,C, x C,) sq puste.

DowOD. Przypusémy najpierw, ze f : C* — C x C, jest odwzorowaniem holo-
morficznym wlasciwym. Standardowy topologiczny argument daje istnienie odwzo-
rowania holomorficznego 1 : C?> — C? takiego, ze

f = (¢176w2)'

Nietrudno stwierdzié¢, ze 1 jest wlasciwe, a wiec w szczegdlnosci surjektywne. A
zatem istnieje ciag (z,)neny C C?, nie posiadajacy punktu skupienia w C? taki, ze
U(z,) = (0,2nmi), n € N. A zatem f(z,) = (0,1) dla n € N. Stad natychmiast
wynika juz sprzecznosé.

Podobny argument pozwala nam tatwo stwierdzi¢, ze Prop(C?, C?) = ().

Przypusémy teraz, ze g : C x C, — C? jest holomorficzne i wladciwe. Stosu-
jac do odwzorowania C? > (z,w) — g(z,e¥) € C? twierdzenie o podnoszeniu,
otrzymujemy istnienie holomorficznego odwzorowania ¢ : C? — C? takiego, ze
g(z,e?) = (errxw) ep20)) dla z,w € C.
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Ustalmy z € Cipotézmy §; = gi(2,-), ;s = i(2,-), 1 = 1, 2. Skoro g;(e¥) = e ()
widzimy, ze @i(w) = (;(e*), w € C, gdzie (; jest odwzorowaniem holomorficznym

= );]gf(()\’\)), A € C,. Rozwijajac (; w szereg Laurenta dostajemy

danym wzorem (;(\)
@Z(’Uj) = a;w + Z ame”w
NELx

dla pewnych a; = a;(2), a;n = ap(z) € C.
Tak wiec istnieje odwzorowanie holomorficzne @;(-) = @;(z, -) na C, takie, ze

@i(w) = a;w + @;(e"”), w e C.

Poniewaz e** = % natychmiast stwierdzamy, ze a; € Z, 1 = 1, 2.
A zatem ¢;(z,w) = a;(2)w + @;(2,€Y), z,w € C, i =1,2. W szczegdlnosci
g(z,w) = (w“l(z)e$1(27w),waQ(Z)e@(z’w)), (z,w) € C x C.. (2.4.1)
Wiadomo, ze
1 99 (7 \
a;(z) = —/ Md/\, z e C.
27i Jon g;(z, \)

Whioskujemy stad, ze aj, ag sa stale (przypomnijmy, ze a;(z) € Z), wiec @; jest
odwzorowaniem holomorficznym na C x C,, i =1, 2.

Wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy ay = 0. Istotnie, jesli ajas # 0 mozemy
rozwazaé ztozenie g z whasciwym holomorficznym odwzorowaniem F : C? — C?
danym wzorem F(z,w) = (22, “%).

Potézmy

h(z,w) = (waleal(z’w), Pa(z,w)), (z,w) e CxC,.

Oczywiscie odwzorowanie h : C x C, — C, x C jest wlasciwe.

Teraz, aby otrzymac sprzecznosé¢, wystarczy postepowac doktadnie tak jak w przy-
padku Prop(C?, C x C,). O

Whniosek 2.4.2. Prop(A x C, A x C,) jest zbiorem pustym dla dowolnego obszaru
0+ AcCC.

DowOD. W przypadku, gdy #(C \ A) < 1, rezultat wynika z Propozycji 2.4.1.
Zatozmy wiec, ze #(C\ A) > 11 niech
f:AxC— AxC,

bedzie odwzorowaniem holomorficznym wtasciwym. Na mocy Twierdzenia Unifor-
mizacyjnego istnieje nakrycie uniwersalne 7 : D — A oraz ¢» € O(D x C, D) takie,
ze

fr(A), w) = (7(Y(A, w)), fo(m(A),w)) dla (A w)eDxC.
Ustalmy dowolne A € D i zauwazmy, ze odwzorowanie 1(, -) jest state. Wlasciwosé
f pociaga za sobg wtasciwo$¢ odwzorowania

fa(m(A),+) : C — C,,

co prowadzi do sprzecznosci. O
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Uwaga 2.4.3. Poniewaz
$p:Cioz—2+1/2z€C

jest wlasciwe, to istnieja odwzorowanie holomorficzne wtasciwe z C2 na C?, z C? na
CxC, oraz z CxC, na C2. Oczywiscie takie odwzorowania nie mogg by¢ elementarne.

Z drugiej strony, Twierdzenie 2.2.4 oraz wyniki z Twierdzen 2.1.1, 2.1.3 1 2.1.4
pozwalaja stwierdzi¢, ze jedli istnieje odwzorowanie holomorficzne wtasciwe pomiedzy
dwoma obszarami Reinhardta Dy, Dy C C? takimi, ze prosta aR + /3 nie jest zawarta
w log D; dla zadnych a € Q?, 3 € R2, to wéwczas istnieje odwzorowanie elementarne
wladciwe pomiedzy tymi obszarami.
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Problem Serre’a dla niehiperbolicznych obszaréw
Reinhardta w C?

3.1. Wprowadzenie do problemu Serre’a

W 1953 roku (zob. [Ser]), J.-P. Serre postawil nastepujace pytanie:

Czy holomorficzna wigzka wldknista, z bazg Steina i wiéknem Steina,
sama réwniez jest Steina?

Poprzez & bedziemy oznacza¢ klase obszaréw D, dla ktérych odpowiedz na pro-
blem Serre’a jest pozytywna (z wtéknem bedacym obszarem D). Méwiac precyzyj-
niej, powiemy, ze rozmaito$¢ Steina D nalezy do klasy &, jesli dla dowolnej rozmaito-
sci Steina B, dowolna wiazka wtoknista £ — B z baza B i wtéknem D, jest Steina.
Uzywajac tej notacji mozna, pytanie postawione przez J.-P. Serre’a, sformutowaé
w nastepujacy sposob:

Czy wszystkie rozmaitosci Steina nalezg do klasy G?

PrzesledZzmy pokrotce historie rozwiazywania tego problemu. I tak na przyktad,
odpowiedz na problem Serre’a okazata sie by¢ pozytywna w nastepujacych przypad-
kach:

(i) gdy wlékno jest O-wymiarowa rozmaitoscia (tzn. wigzka jest nakryciem ho-
lomorficznym) ([Ste 1]);

(ii) gdy wlékno jest obszarem w C (problem rozwiazany niezaleznie w pracach
[Siu 1], [Hir 2] oraz [Sib));

(iii) (uogdlnienie poprzedniego punktu) gdy wiékno jest 1-wymiarowa rozmaito-
Scia Steina ([Mok 1]);

(iv) gdy widkno jest Banacha-Steina ([Fis 1], [Fis 2] i [Fis 3]), a wiec w szcze-
goblnosci, gdy wiokno jest ograniczonym obszarem w C", silnie zupelnym ze
wzgledu na metryke Carathéodory’ego ([Hir 1]);

(v) wtokno jest ograniczonym obszarem w C", z brzegiem klasy C? ([For-Die]);

(vi) gdy widkno jest hiperwypuklym obszarem w C" ([Ste 2|);

(vi) wtbkno jest ograniczonym obszarem pseudowypuktym w C", z pierwsza licz-
ba Bettiego réwna 0 ([Siu 2]).

Pewne klasy obszaréw, dla ktorych rozwigzanie problemu Serre’a okazywato sie
by¢ pozytywne zostaly jeszcze znalezione w pracach Konigsbergera ([Kon]) i Pfluga
([PAl)).

Zauwazmy, ze zatozenie o liczbach Bettiego w punkcie (vi) jest zalozeniem czysto
topologicznym. Wydawalo sie wiec, ze odpowiedz na problem Serre’a jest pozytywna.
Jednakze w 1977 roku H. Skoda pokazal, ze C*> ¢ & (zob. [Sko]).

Niemniej wciaz przypuszczano, ze rozwigzanie powinno byé pozytywne w przy-
padku ograniczonym. Dlatego tez w 1978 roku Y.-T. Siu przeformutowal problem

42
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Serre’a, stawiajac w pracy [Siu 3] hipoteze, ze holomorficzna wiazka widknista z ba-
zg Steina, ktorej wtokno jest relatywnie zwartym, otwartym podzbiorem rozmaitosci
Steina, sama réwniez jest Steina.

W 1984 roku Coeuré i Loeb obalili takze i te hipoteze (zob. [Coe-Loeb]) - skon-
struowali kontrprzyktad z widéknem bedacym ograniczonym obszarem Reinhardta
w C2.

W pracy [Pfl-Zwo] P. Pflug i W. Zwonek podali charakteryzacje wszystkich
hiperbolicznych obszaréw Reinhardta w C? nie lezacych w klasie &. Udowodnili
nastepujace

Twierdzenie 3.1.1 (zob. [Pfl-Zwol). Niech D bedzie pseudowypuklym hiperbolicz-
nym obszarem Reinhardta w C*. Wéwczas D ¢ & wtedy i tylko wtedy gdy D jest
algebraicznie réwnowainy z obszarem Reinhardta D C C2, dla ktérego istnieje ma-
cierz A € Mays(Z) z wartosciami wlasnymi X i %, gdzie A\ > 1, taka, Ze

logD = {tv+sw: s> @(t), t >0} (lub logD = {tv+ sw: s> p(t), t <0}),

gdzie v,w € R? sq wektorami wlasnymi odpowiadajgcymi wartosciom wtasnym X i %
oraz ¢ : (0,00) — [0,00) (odpowiednio ¢ : (—00,0) — [0,00)) jest wypuklq funkcjq
spelniajacq réwnosé o(tX) = $¢(t), t € (0,00) (odpowiednio dla t € (—00,0)).

Definicja 3.1.2. Powiemy, ze M € My, ,(Z) dziata multiplikatywnie na obszar Re-
inhardta D C C" jesli odwzorowanie @y (dane wzorem (4.3.1)) jest automorfizmem
obszaru D.

Whiosek 3.1.3 (zob. [Pfl-Zwo]). Niech D bedzie pseudowypuktym, hiperbolicznym
obszarem Reinhardta w C?. Wéwczas D € & wtedy i tylko wtedy gdy nie istnie-
je macierz M € Mao(Z) dzialajgca multiplikatywnie na obszar D, ktdrej promien
spektralny jest wiekszy od 1.

W 2006 K. Oeljeklaus i D. Zaffran rozszerzyli w [Oel-Zaf] powyzszy wniosek na
ograniczone obszary Reinhardta w C? (ale nie uzyskali juz doktadnego opisu obszaréw
Reinhardta z klasy ).

Wspomnijmy takze, ze twierdzenie klasyfikacyjne dla ograniczonych obszaréw
Reinhardta w C? przy dowolnym d > 2 zostalo uzyskane ostatnio przez D. Zaffrana:

Twierdzenie 3.1.4 (zob. [Zaf]). Niech D bedzie ograniczonym obszarem Reinhardta
w C?. Wowcezas D € & wtedy i tylko wtedy gdy nie istnieje macierz M € Moo (Z)
dziatajgea multiplikatywnie na obszar D, ktorej promien spektralny jest wiekszy od 1.

Wydaje sie, ze powyzsze twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich ograniczonych
obszaréow Reinhardta w C", a ograniczenie sie jedynie do obszaréw zawartych w C?
jest zatozeniem wylgcznie technicznym.

3.2. Przedstawienie wynikow

Gléwnym wynikiem tej sekcji jest rozwigzanie problemu Serre’a w klasie niehi-
perbolicznych obszaréw Reinhardta w C2. Wykazemy mianowicie nastepujace
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Twierdzenie 3.2.1. Niech D bedzie pseudowypuktym, niehiperbolicznym obszarem
Reinhardta w C*. Wéwczas D ¢ & wtedy i tylko wtedy gdy C* C D bgdZ D jest
algebraicznie rownowazny z obszarem postaci

{(21,20) € C?: |zy|2|PFVE < 1}, (3.2.1)

gdzie p,q € Q, ¢ >0, \/g€R\Q.

Przy okazji naszych rozwazan otrzymamy twierdzenie charakteryzujace niehiper-
boliczne pseudowypukte obszary Reinhardta, ktorych grupa automorfizméw nie jest
zwarta. Opisuje to ponizsze

Twierdzenie 3.2.2. Niech D bedzie niehiperbolicznym, pseudowypuklym obszarem
Reinhardta w C2.
Wowczas grupa Aut(D) nie jest zwarta wtedy i tylko wtedy gdy

- obraz logarytmiczny obszaru D zawiera prostg zespolong, lub

- (z dokladnoscig do permutacji wspotrzednych i skiadowych) D jest zawarty
wC x C,, {0} xC, C D orazlogD = {(t,s) : t < (s), s € R}, gdzie
Y R — R jest wklestq funkcjo spetniajgcqg warunek (5 + s) — ¥(s) =
a+ ks, s € R, dla pewnych o, € R, 8 #0, k € Z,.

Uwaga 3.2.3. Przyktadami odwzorowan ¢ pojawiajacych sie¢ w Twierdzeniu 3.2.2
sa funkcje ¢(s) = as® + bs + ¢, s € R, z odpowiednio dobranymi a < 0, b, c € R.

Natychmiastowsa konsekwencjg naszych rozwazan jest

Whniosek 3.2.4. Niech D bedzie niehiperbolicznym, pseudowypukiym obszarem Re-
inhardta w C? takim, ze d(D) < 2. Wéwczas D € & wtedy i tylko wtedy gdy nie
istnieje macierz M € Mao(Z) dzialajgca multiplikatywnie na obszar D, ktérej pro-
mauen spektralny jest wiekszy od 1.

Naturalne jest pytanie o prawdziwos¢ powyzszego wniosku dla pseudowypuktych
obszaréw Reinhardta D takich, ze d(D) = 2. Zauwazmy, ze nie jest on prawdziwy
dla C? oraz C x C,. Wynika to z elementarnego faktu, Ze nie istnieje macierz M €
My 5(Z) o promieniu spektralnym wiekszym niz 1, dziatajaca multiplikatywnie na
C? badz C x C,.

Z kolei dla C? Wniosek 3.2.4 pozostaje prawdziwy, dzieki duzo bogatszej gru-
pie automorfizméw elementarnych - dla dowolnej macierzy M € My o(Z) takiej, ze
| det M| = 1, odwzorowanie ®,; jest automorfizmem C2.

Nastepujace dwa Twierdzenie beda wykorzystywane w naszych rozwazaniach.
Dostarczaja one klasy obszaréw, dla ktérych rozwiazanie problemu Serre’a jest po-
zytywne. Pierwsze z nich to tak zwane kryterium Stehlé’a.

Twierdzenie 3.2.5 (zob. [Mok 2, Ste 3]). Niech D bedzie obszarem w C™. Jesli ist-
nieje plurisubharmoniczna, wyczerpujgca @ przyjmujgca jedynie wartosci rzeczywiste
funkcja u na D taka, Ze uo f —u jest ograniczona z gory dla dowolnego f € Aut(D),
to D € 6.
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Uwaga 3.2.6. Zauwazmy, ze kryterium Stehlé’a jest spetlnione miedzy innymi przez
obszary, ktorych grupa automorfizméw, wyposazona w topologie zbieznosci jedno-
stajnej, jest zwarta. Rzeczywiscie, niech u € PSH(D,R) bedzie dowolna funkcja
wyczerpujacg dla D. Zdefiniujmy

v(z) :=sup{u(f(z))| f € Aut(D)}. (3.2.2)

Zwartos¢ grupy automorfizméw D implikuje, ze v* jest dobrze okreslona funkcja
plurisubharmoniczng o wartosciach rzeczywistych. Z nieréwnosci u < v wynika, ze v
jest wyczerpujaca. Ponadto, wprost z definicji

vof=w, [fé&Aut(D).

Stad i z definicji regularyzacji gérnej otrzymujemy, ze v*(z) < v*(f(z)), * € D,
f € Aut(D). Stosujac te nieréwnos¢ do f~! widzimy, ze

vio f=v", feAut(D).
A zatem v* spelnia kryterium Stehlé’a.

Twierdzenie 3.2.7 (zob. [Mok 1]). Dowolna powierzchnia Riemanna nalezy do &.

Dalsza cze$¢ zorganizowana jest w nastepujacy sposob. W Sekcji 3.3 przedsta-
wiamy dowod Twierdzenia 3.2.1 dla obszaréw Reinhardta typu wymiernego.

Nastepna sekcja poswiecona jest rozwiazaniu problemu Serre’a w klasie obszaréw
Reinhardta typu niewymiernego. Ciekawy wydaje si¢ otrzymany tu zwiazek pomie-
dzy grupa automorfizméw obszaru Reinhardta drugiego typu a znanym réwnaniem
Pella.

W Sekcji 3.5 rozwazamy niehiperboliczne obszary Reinhardta, ktére po usunieciu
osi (C x {0}) U ({0} x C) staja sie hiperboliczne.

Wydaje nam sie, ze rozwigzanie problemu Serre’a dla C x C, jest znane. Jed-
nakze nie mogac znalez¢ tego w literaturze zamiesciliSmy w ostatniej sekcji szkic
wyjasniajacy, jak tatwo zastosowaé do tego obszaru procedure uzyta w [Dem 2].

3.3. Przypadek ,,wymierny”

Bedziemy potrzebowaé¢ nastepujacego wyniku:

Lemat 3.3.1 ([Ste 3|). Niech B bedzie rozmaitoscig Steina. Wowczas, dla dowol-
nego pokrycia zbiorami otwartymi {U,} zbioru B istnieje lokalnie skoriczone pokrycie
{Bj}jen 1 rodzina scisle plurisubharmonicznych, cigglych funkcji h; w otoczeniu Cj,
gdzie C; = U,;<; Bi, spelniajgce nastepujgce warunki
(1) kazdy B; jest relatywnie zwarty w pewnym Ul,,
(11) C; jest Steina dla wszystkich j,
(111) hy < 0 w C; \ Bj i hj > 1 w otoczeniu (branym relatywnie w C;) zbioru
Cj \Cj,1 ij, j eN (Co = @)

Twierdzenie 3.3.2. Dowolny obszar Reinhardta D w C? postaci (2.1.2) typu wy-
miernego nalezy do klasy &.
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DowOD. Rozwazamy kolejno cztery przypadki.

(a) Najpierw skupmy nasza uwage na sytuacji, gdy wiokno jest réwne D =
{(z,w) € C*: |2]jw| < 1}.

Rdzeiem naszej metody jest modyfikacja idei, ktorej uzyt J.-L. Stehlé w dowodzie
Lematu 3.3.1. Niech 7 : E — B bedzie holomorficzna wiazka wtoknista z baza Steina
B i widknem D. Mozemy zaltozy¢, ze E jest postaci (4.7.3) (patrz Dodatek)

Uzywajac opisu grupy automorfizméw obszaru D (zob. Twierdzenie 2.1.3) otrzy-
mujemy, ze dla dowolnego elementu b € €2, N g funkcja przejscia 7, 3 musi by¢
jednej z dwoch ponizszych postaci:

Tap(b, z,w) = (b, 2fo 5(b, 2w), €8GO/ £, 5(b, zw)) Iub
Taﬂ(ba 2,y w) = (ba wfoz,ﬁ(ba zw), ewa’ﬁ(b)z/fa,,@(b: ZUJ)),

((z,w) € D), dla pewnej fq5(b,-) € O*(D)i0,4(b) € R. Poniewaz 7, g jest holomor-
ficzna, wigc odwzorowanie Q, N Qg > b — e?e5() ¢ 9D jest holomorficzne, a wiec
lokalnie state.

Niech 7 : E — B bedzie holomorficzna wigzke wiéknistg z bazg B i wioknem D),
ktorej funkcje przejscia dane sg wzorami

Tap(b,A) = (b,e%2OIN), b e QN AeD.

Skoro wtékno wigzki 7 to D, to z Twierdzenia 3.2.7 wynika, ze E jest Steina.

Stosujac Lemat 3.3.1 do rodziny {7~!(,)} otrzymujemy lokalnie skoficzone po-
krycie { B} oraz rodzine $cisle plurisubharmonicznych ciagtych funkeji {h;} spetnia-
jacych warunki (i)-(iii) Lematu 3.3.1. Niech

p:E3|(bz,w)—[b2w)cE

bedzie naturalng surjekcja pomiedzy F i E.

Dla j € N wybierzmy «; takie, by obszar B; byl relatywnie zwarty w ﬁfl(Qaj).
Niech 7; := 7,, bedzie jakakolwiek trywializacja wiazki witoknistej 7 : £ — B,
zdefiniowang na p~! (77 (€,,)). Polézmy
2l log" Jwl}, (b, z,w) € B x C*.

Wybér {B;} gwarantuje, ze dla dowolnych 7, j € N mamy

[(b, z,w) = max{log

sup{{(; o Tj_l(b, z,w)) —1(b,z,w) : [b,z,w] € p~(B;N Bj)} < o0. (3.3.1)
Bedziemy teraz konstruowa¢ indukcyjnie odpowiednig rodzine funkcji plurisu-
bharmonicznych.
Potozmy

ue) =exp (ln(p(@)) +1(n(@) ), = p(By)

Zauwazmy, ze warunek (3.3.1) pozwala wybra¢ state d € (0,1) i M > 0 takie, ze

dM exp (l (TQ(Q?))) < v () < 2M exp (l(TQ(IB))), rep N (BiNBy). (332

Zdefiniujmy
Ug(x) = 2M exp <Z<Tg(a:))) exp <(1 - hg(p(x))) log ;i), x € pH(By).
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Z wyboru statych d, M wynika, ze jedli ho(p(z)) < 0, z € p~1(B1NBy), to wéwczas
Uy(x) < vi(x). Ponadto, jesli hao(p(z)) > 1, z € p~1(By N By), to 9a(z) > vy (z). Tak
wiec ktadac

vi(z), x€p B\ By),
va(x) = { max{v;(z),0o(x)}, x € p (BN By),
Uo(x), @ €p (B \ By),

otrzymujemy dobrze zdefiniowang plurisubharmoniczng i ciagla funkcje na p~1(B; U
By) =p~H(Ca).
Podobnie definiujemy

!

U3(z) = 2M'" exp (l(r;;(x))) exp (1 — hs (p(x)) log Cé) dla x€p 1(Bs),
gdzie d’ € (0,1) i M' > 0 sa wybrane tak, by
d' M’ exp (l(Tg(JB))) < vo(z) < 2M'exp (l (Tg(l‘))), r€p (BsnNCy) (3.3.3)

Podobnie jak wezesniej rozszerzamy ja do funkcji vz plurisubharmonicznej na p~*(Cj)
w nastepujacy sposob:

vo(x), x€p Y Cy\ Bs),
v3(x) = { max{uvy(z),03(x)}, = € pH(CyN Bs),
173(1‘)7 T € pil(Bg \ OQ)

Powtarzajac indukcyjnie te procedure, otrzymujemy cigg plurisubharmonicznych,
ciaglych funkcji v; € PSH(p~1(C;)) takich, ze v; < v;41 na p~*(C}) oraz v; = v
na p~'(Cy \ Bj+1).

Skoro pokrycie {B;} jest lokalnie skoiiczone, ktadac v = lim;v;, definiujemy
plurisubharmoniczng funkcje na E.

Niech @ bedzie $cisle plurisubharmoniczna, wyczerpujaca funkcja dla E. Z po-
wyzszej konstrukeji natychmiast wynika, ze

u:=max{uop,v} (3.3.4)

jest plurisubharmoniczng, wyczerpujaca funkcja na E. Teraz, by wykazac, ze E Ste-
ina, wystarczy powtorzy¢ dokladnie rozumowanie N. Moka z dowodu twierdzenia
ulepszajacego kryterium Stehlé’a ([Mok 2], Appendix III).

(b) Rozwazmy przypadek, gdy widkno jest postaci

D ={(z,w) € C*: |z]P|w]? < 1}
dla pewnych naturalnych, wzglednie pierwszych p,q, (p,q) # (1,1).

Niech 7 : E — B bedzie holomorficzng wigzka wtdknista z wtoknem D. Uzywajac
Twierdzenia 2.1.3 nietrudno zauwazy¢, ze funkcje przejscia muszg by¢ postaci

Tap(by 2, w) = (b, a}l/,g(b, zpwq)z,eieaﬂ(b)w) : (3.3.5)

ag (b, zpwe)

gdzie anp5 € O*((Qa N Q) x D) i 0, 5(b) € R (co wiecej, mozna zauwazy¢, ze e'as
musi by¢ funkecja holomorficzna, wiec jest lokalnie stata).
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Niech # : E — B bedzie holomorficzna wigzka wléknistg z wléknem D =
{(z,w) € C*: |z|]|w| < 1}, ktorej funkcje przejécia sa zdefiniowane w nastepuja-
cy sposob

o s(b, 2,w) = (b, g (b iafop®) ) 3.3.6
Foot20) = (Bt 20z (3.36)
Bezposrednie obliczenia pozwalaja stwierdzi¢, ze

E € [(b,z,w)] — [(b,2F,w?)] € E (3.3.7)

jest dobrze zdefiniowanym wlasciwym odwzorowaniem holomorficznym. Zatem, na
mocy Twierdzenia 4.6.3, rozmaito$¢ E jest Steina wtedy i tylko wtedy gdy E jest
Steina. Z poprzedniego przypadku wynika, ze E jest Steina.

(¢) Teraz pokazemy, ze DxC € & gdy D € {D,D,,A(r)}, C € {C,C.}. Poniewaz
nie ma znaczacej réoznicy w dowodzie pomiedzy przypadkami D x C a D x C,, skupimy
sie jedynie na sytuacji, gdy C jest réwne C.

Niech E bedzie holomorficzna wiazks widknista z wtoknem D x C i baza Steina
Q = U, . Ponownie, na mocy Twierdzenia 2.1.4, funkcje przejscia wiazki £ musza
by¢ postaci

Tas(b, A, 2) = (b,map(b, A), fap(b, A 2)), (b, 2) € (Q2aNQs) xD xC.

Wiadomo (zob. Twierdzenie 2.1.4), ze fo (2, A, 2) = gas(z,N\)z + hapg(z, A) dla
(2, A, 2) € (QNQg) x D x C oraz myp(x,-) € Aut(D) dla z € Q, N Qs (mozna
nawet pokazaé, ze m, g(z, -) nie zalezy od zmiennej x na sktadowych sp6jnych zbioru
Qo N Q).

Niech E bedzie holomorficzng wigzka wiéknistg z baza Q i wiéknem D, ktorej
funkcje przejscia 7,5 € Aut((Q, N §2s) x D) sa dane wzorami:

Tap(b,A) = (b,mqa5(b,N)), (b, A) € (2, N Q) x D. (3.3.8)

Na mocy Twierdzenia 3.2.7, F jest Steina.
Teraz wystarczy zauwazy¢, ze

E>|[(z,(\2)] v~ [(z,\)] € E

jest holomorficzng wiazka widknista z baza E i wloknem réwnym C. Stosujac po-
nownie Twierdzenie 3.2.7, stwierdzamy, ze E jest Steina.

(d) Aby zakoniczyé dowdd Twierdzenia, wystarczy pokazaé, ze obszar postaci
D ={(z,w) € C, x C: |2P||wi] < 1} nalezy do klasy & dlap > 1, ¢ > 2.

Postepujemy podobnie jak w dowodzie (b). Mianowicie, sprowadzimy sytuacje do
juz rozwiazanego przypadku (c).

Przypusémy, ze m : E — B jest holomorficzng wigzka wtoknista. Wowcezas, uzy-
wajac argumentu z [Edi-Zwo 1], tatwo mozna sprawdzi¢, ze funkcje przejécia musza
by¢ postaci

Ta,8(b, z,w) = (b, zal 4(b, 2Pw?), ew""@(b)wa;%(b, 2Pw?)),
(b, z,w) € (2, N Q) X D,

dla pewnych a, 5 € O*((Qa N Q) x D) oraz 0, 5(b) € R. Widaé, ze e%s sa stale na
sktadowych spéjnych 2, N Qg. Tak wiec kladac

Fag(b, A, 2) = (b, €8O\ zad 4(b, X)),  (b,A,2) € (N Q) x D xC,,
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otrzymujemy holomorficzng wigzke wtéknista F z baza Q i wiéknem Dx C,. Ponadto,
odwzorowanie dane wzorem

E 3 |[(z,z,w)] — [(z,2Pw?,2)] € E (3.3.9)
jest wlasciwe.
Argument uzyty w dowodzie (b) koniczy dowdd tego przypadku. ([l

Uwaga 3.3.3. Zauwazmy, ze funkcja spelniajaca kryterium Stehlé’a nie istnieje dla
zadnego obszaru pojawiajacego si¢ w poprzednim twierdzeniu. Jako przyktad wezmy
D x C. Latwo widaé, ze dla dowolnej funkcji f € O(D, C,) odwzorowanie

DxC5(\z)— (A f(A)2) eDxC

jest automorfizmem D x C. Wystarczy wiec wybraé¢ funkcje f tak, by rosta odpo-
wiednio szybko.

3.4. Przypadek ,niewymierny”

Celem tej sekcji jest wykazanie nastepujacego

Twierdzenie 3.4.1. Niech a € R\ Q. Wowczas
(a) D}, ¢ & wtedy i tylko wtedy gdy o = p £ ,/q dla pewnych p,q € Q, q > 0,
(b) D, € & dla dowolnego o € R\ Q,
(¢) Do, € S dla dowolnego o € R\ Q, r > 1.

DowOp. (a) Z [Shi 4] (zob. réwniez Twierdzenia 2.1.3 i 2.1.4) wynika, ze auto-
morfizmy zbioru D} sa postaci

(21, 22) = (azf 282 b2l 22), (3.4.1)
gdzie |a||b|* = 11 ky, ko, 1,1y € Z satakie, ze kily—koly = +1, a = (ka+loa) / (k1 +l )
oraz ki + L1 > 0.

Warunki te tatwo implikujg, Ze jesli « nie jest postaci p & ,/q dla zadnych wy-
miernych p, q, to woéwczas k; = Il = 1 oraz ko = [; = 0. Innymi stowy, dowolny
automorfizm obszaru D} jest postaci (z1,29) +— (az1,b2s), a,b € C, |a|lb|]* = 1.
Zatem, plurisubharmoniczna funkcja v dana wzorem

U(Zl, Z2) = max {1_‘21"22’0{,

lOg ‘Zl|a - IOg ’21’7 IOg ’z2|7 - IOg |22‘} )
(21, 22) € D?, spelnia kryterium Stehlé’a. Stad D! € &.
Przypudémy teraz, ze a = £ £ /-4 dla pewnych p,q € Z, ¢ > 0, n € N.
Szukamy ki, l; € Z, ki + aly > 0 takich, by (3.4.1) okreslato automorfizm D3.
Nastepujace rownania muszg by¢ spetnione

ko =1 (% — 2
{12_ k1<_ﬁ22pln2)’ oraz |kl — koli| = 1. (3.4.2)
2 = k1 + 230,

Rozwazmy nastepujace réwnanie (nazywane czesto w literaturze réwnaniem Pel-
la):
2
9 ¢ —1
n°q = )
Y2

(3.4.3)
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Jak wiadomo (patrz Dodatek), Lagrange pokazal, ze réwnanie (3.4.3) posiada nie-
skoficzenie wiele rozwiazan w liczbach catkowitych (przypomnijmy, ze ¢ nie jest kwa-
dratem liczby naturalnej). Niech z,y bedzie dowolnym, naturalnym rozwiazaniem
tego réwnania. Potézmy

Lh=n*, ki=xz—pny, ky=y(qg—p?) oraz Iy =2+ pny. (3.4.4)

Bezposrednio z (3.4.3) wynika, ze x & ny,/q > 0, a stad k; + al; > 0. Proste
obliczenia pokazuja, ze kazdy z warunkéw (3.4.2) jest spelniony przez tak dobrane
liczy catkowite k;, [;, i =1, 2.

Ponadto, slad macierzy ( ki ks

1
Lo
w [Zaf], D ¢ &.

(b) Wiadomo (zob. [Shi 4] oraz Twierdzenie 2.1.4), ze wszystkie automorfizmy
obszaru D, sa elementarne. Ponadto, dowolny automorfizm obszaru D, zachowuje
0$ {0} x C, (gdy a > 0 08 C x {0} jest takze niezmiennikiem grupy automorfizméw).
Whioskujemy stad, ze automorfizmy obszaru D, sa postaci

(21, 22) — (az1,bz9), (21,22) € Dg, (3.4.5)

) jest wigkszy od 2 wiec, na mocy Twierdzenia 1

gdzie a,b € C, |a||b]* = 1. A zatem funkcje uy,u_ dane wzorami

1

————,1og |z, log 122!} , gdy a >0,
1 — |z1]]z2]®

uy(21,22) = max{
oraz u_(z1,z9) = max{u; (21, 22), —log|z2|}, gdy a <0,

spetniajg kryterium Stehlé’a.
(c) Podobnie jak weczesniej, z Twierdzenia 2.1.4 wynika, ze grupa automorfizmow
obszaru D, , sktada si¢ z odwzorowan naste¢pujacej postaci:

(21, 22) > (az7,025), (21,22) € Da, (3.4.6)
gdzie e = +11a,b € C, |a||b|]* = 1. Tak wiec funkcja

|21]| 22| 1

u(z1,22) = max{ log? 1], log? "22’} 5

rlzl|z2]® = 177 — |21||20]

(z1,22) € D,, spelnia kryterium Stehlé’a. O

3.5. Przypadek, gdy D N C? jest hiperboliczny

Zauwazmy najpierw, ze dla niehiperbolicznego pseudowypuktego obszaru Rein-
hardta w C? takiego, ze D" jest hiperboliczny, liczba t(D"P) jest réwna albo 1 albo
0 (zob. Definicje 2.2.2 i 2.3.8).

Na poczatku skupimy nasza uwage na przypadku t(D"P) = 1. Zaczynamy od
nastepujacego

Lemat 3.5.1. Niech D bedzie niehiperbolicznym, pseudowypuklym obszarem Rein-
hardta w C?. Zaléimy, ze obraz logarytmiczny D nie zawiera prostych afinicznych
oraz, e grupa automorfizméw obszaru D™P jest zwarta. Wéwczas Aut(D) jest réw-
niez zwarta.
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DowOD. Wezmy ciag (¢,), C Aut(D). Poniewaz dla dowolnego odwzorowania
¢ € Aut(D) restrykcja ¢|pms jest automorfizmem D™P (zob. Twierdzenie 2.3.9),
mozemy zatozy¢, ze (¢nl_,,,)n jest zbiezny lokalnie jednostajnie w D"p_ Stosujac
wzér Cauchyego widzimy, ze ciag (p, ), jest zbiezny do pewnej funkcji holomorficzne;

ma D. Zastosowanie powyzszego argumentu do ciggu (¢, '), natychmiast konczy
dowdd. 0

Wyniki uzyskane w [Shi 1] i [Kru] w polaczeniu z uwagami z [Pfl-Zwo| dostar-
czaja opisu pseudowypuktych hiperbolicznych obszaréw Reinhardta D, dla ktérych
t(D"™P) = 1, i takich, ze ich grupa automorfizméw nie jest zwarta. Najwygodniej
bedzie nam przypomnieé¢ wersje sformutowana w [Pfl-Zwo].

Twierdzenie 3.5.2 (zob. [Kru|,[Shi 1], oraz [Pfl-Zwo], Theorem 4). Niech D
bedzie hiperbolicznym, pseudowypuklym obszarem Reinhardta takim, ze t(D) = 1.
Wowczas grupa Aut(D) jest niezwarta wtedy i tylko wtedy gdy D jest algebraicznie
rownowazny jednemu z nastepujgcych obszarow:

(a) D x A(r, 1), gdzie 0 <71 < 1.
W tym przypadku grupa automorfizmow sktada sie z odwzorowan postaci
D > (21, 22) +— (a(z1),b(22)) € D,
gdzie a € Aut(D) oraz b € Aut(A(r, 1)).
(0) {(21,22) € C*: |21| <1, 0 < [20] < (1= [21]*)?/?}, gdzie p > 0.
W tym przypadku grupa automorfizmow sktada sie z odwzorowan postaci
<1 :ﬁ ’y<1 - |75|2)g
1—Bz (11— Bz)p

D > (z,22) — (a 22> €D,
gdzie |a| = |y| =1, g€ C.
(c) {(z1,20) € C?: 0 < |29] < exp(—|z1|*)}.
W tym przypadku grupa automorfizméw sktada sie z odwzorowan postact

D 3> (21, 29) — (a2 + B, yexp(—2aBz — |B]*)22) € D,
gdzie |a| = |y| =1, g eC.

Twierdzenie 3.5.3. Niech D C C? bedzie pseudowypukiym, niehiperbolicznym ob-
szarem Reinhardta z t(D"P) = 1. Przypusémy dodatkowo, ze obraz logarytmiczny
obszary D™P nie zawiera prostych afinicznych. Woéwczas grupa automorfizméw ob-
szaru D jest zwarta. W szczegolnoéci, D € S.

DowOD. Ze wzgledu na Lemat 3.5.1 wystarczy wykaza¢ twierdzenie przy dodat-
kowym zalozeniu, ze grupa Aut(D"™P) nie jest zwarta. Wowczas, na mocy Twierdze-
nia 3.5.2, z doktadnoscig do permutacji wspotrzednych i mnozenia ich przez state,
obszar D musi by¢ jednej z nastepujacych postaci:

(a) {(21,22) € C?: |2125| < 1, || < 1}, gdzie k € Z~y,
(b) {(21,22) € C?: |22 < 1, |z] < (1 — |2125]2)P/2}, dla pewnych p > 0, k € Z,
(€) {(21,22) € C*: [2| < exp(—|z123]*)}, k € Zso.

Ponadto, na mocy Twierdzenia 2.3.9, dowolny automorfizm jakiegokolwiek wy-

mienionego wyzej obszaru zachowuje o§ Cx {0}. Fakt ten, razem z Twierdzeniem 3.5.2
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implikuja, ze we wszystkich przypadkach (a), (b) i (¢) grupa automorfizméw obszaru
D sktada sie z odwzorowan postaci

D > (z1,22) +— (az1,bzy) € D,
gdzie |a| = |b] = 1. A zatem, Aut(D) jest we wszystkich przypadkach zwarta; sprzecz-
nosc¢. 0J
Przejdzmy teraz do pozostatego przypadku t(D) = 0, czyli do przypadku, gdy
Dhp c C2. Kluczowa role w naszym podejéciu gra nietrywialny wynik Shimizu:

Twierdzenie 3.5.4 (zob. [Shi 1]). Aut(D) = Autyy(D) dla dowolnego pseudowy-
puktego, hiperbolicznego obszaru Reinhardta D C C7.

Twierdzenie 3.5.5. Niech D C C? bedzie nichiperbolicznym pseudowypukiym ob-
szarem Reinhardta takim, ze D"™P jest hiperboliczny oraz t(D"™P) = 0. Wéwczas
D e 6.

Co wiecej, grupa automorfizméow D jest niezwarta jesli, z dokladnoscig do per-
mutacji wspétrzednych, D jest zawarty w C x C,, {0} x C, C D oraz

log D ={(t,s): t <(s), s € R}, (3.5.1)

gdzie 1 : R — R jest wklestq funkcjg spelniajocq wlasnosé (6 + s) — (s) = a +
ks, s € R, przy pewnych o, € R, B # 0, k € Z,.

Dowo6p. Uzywajac inkluzji Aut(D) prw C Aut(D"P) (zob. Twierdzenie 2.3.9)
oraz Twierdzenia 3.5.4 widzimy, ze dowolny automorfizm obszaru D musi by¢ alge-
braiczny. Ponadto, co najmniej jedna o$ {0} x C,, C, x {0} musi by¢ zawarta w D
(bo w przeciwnym wypadku D bylby hiperboliczny).

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy obie osie sa zawarte w D. Z Lematéw 2.3.3
i 2.3.5 wynika, ze dowolny automorfizm obszaru D zachowuje osie. Latwo wigc wi-
dzimy, ze grupa Aut(D) sktada sie z odwzorowan postaci

D > (21, 22) — (az1,bz9) € D badz (3.5.2)
D > (21, 22) — (az,bz) € D. (3.5.3)

dla odpowiednich a,b € C,. Pokazemy, ze |a| = |b| = 1 w przypadku (3.5.2). Ponadto
pokazemy, ze istnieje R > 0 takie, ze dla dowolnego automorfizmu spetniajacego
(3.5.3) zachodzi |a| = R i |b] = 1/R. To bedzie w szczegdlnosci oznaczaé, ze grupa
Aut(D) jest zwarta.

Wezmy wiee dowolny automorfizm ¢ € Aut(D) postaci (3.5.2). Dla dowodu nie
wprost przypuéémy, ze (log |al,log [b]) # (0,0). Dlan € N potézmy o™ = go...op €
Aut(D) i ™ = (=)™, Poniewaz o™ (21, 23) = (a"21,b"2) € D dla wszystkich
(21, 29) € D, to przechodzac do obrazu logarytmicznego obszaru D widzimy, zZe

R(log |a|,log |b]) + log D C log D.

A to jest sprzeczne z hiperbolicznoscig D",

Zatozmy teraz, ze ¢ : (21,22) — (azz,bz1) jest automorfizmem obszaru D. Po-
wtarzajac powyzsze rozumowanie do automorfizmu ¢®)(zy,z) = (abzi,abzy) na-
tychmiast stwierdzamy, ze |ab| = 1. A zatem wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego
innego automorfizmu @ : (21, 29) — (a129, b1 21) obszaru D zachodza relacje: |a;| = |a|
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i |b1] = |b]. To jednakze, wynika réwniez z powyzszego rozumowania zastosowanego
do @ o p(z1,22) = (a1bz1, abyz9).
To konczy dowdd zwartosci Aut(D) w tym przypadku.

Rozpatrzmy sytuacje, gdy tylko jedna oS jest zawarta w D, na przyktad {0} xC, C
D. Skorzystamy tutaj z idei uzytej przez P. Pfluga i W. Zwonka w [Pfl-Zwo].

Zatozmy, ze grupa Aut(D) nie jest zwarta. Zauwazmy, ze D N (C x {0}) = 0.
Podobnie jak wezesniej, uzywajac Lematow 2.3.3 i 2.3.5 widzimy, ze Aut(D) sklada
si¢ z odwzorowan postaci

D =®uppe: (21,22) — (az125, b25) (3.5.4)

dla pewnych a,b € C,, e =+1ik € Z.

(1) Pokazemy, ze istnieje automorfizm @,y obszaru D taki, ze |b| # 1 oraz
e =1 (wtedy takze k # 0).

Zauwazmy najpierw, ze musi istnie¢ automorfizm D postaci (3.5.4), dla ktérego
k # 0. Rzeczywiscie, przypusémy, ze takiego automorfizmu nie ma. Powtarzajac
rozumowanie z pierwszej czesci dowodu widzimy, ze |a| = |b] = 1 dla wszystkich
automorfizméw ®,p01. Gdy € = —1 to istnialoby R > 0 takie, ze |a|] = R oraz
|b] = % dla wszystkich automorfizméw @, 1. A to byloby sprzeczne z faktem, ze
grupa Aut(D) nie jest zwarta.

Jedli istnieje automorfizm ® postaci (3.5.4) taki, ze ¢ = 11 k # 0, to zachodzi
(t). Rzeczywiscie, liczymy

QD(")(zl, 29) = (a”bk”(”’lmzlzgk, b"z5).

Uzywajac ponownie argumentu z hiperbolicznoscig D™P stwierdzamy, ze faktycznie
o] # 1.

Pozostal wiec jeszcze do rozpatrzenia sytuacja, w ktorej dowolny dowolny auto-
morfizm postaci (3.5.4) z k # 0 spelia ¢ = —1. Skoro

@22,23@,71(21, z9) = ((a®b")"21,22), n € Z,

widzimy, ze |a?b*| = 1. Ale grupa automorfizméw D nie jest zwarta. Tak wiec istnieje

automorfizm @, ;; | dla ktérego |b| # |b] lub k # k. Jedli [b] # |b], to
Pabi—1° Pajt—1 = Paabe,t i1

a to dowodzi (1). Natomiast w przeciwnym wypadku k # k oraz D, 1 1 Jest auto-
morfizmem obszaru D, co jest niemozliwe.

A zatem wykazalismy (7).

Geometryczne wlasnosci pseudowypuktych obszarow Reinhardta tatwo pozwa-
laja zauwazy¢, ze dla s € R istnieje (doktadnie jedna) liczba ¥(s) € R taka, ze
(1(s),s) € dlog D. Ponadto, konsekwencja inkluzji {0} x C, C D i wypuktosci log D
jest wklestosé funkeji ¢(-). Pot6zmy

v(z1,22) :=log|z1| — ¢(log|2]).

Dla ustalonego (21,22) € D N C? kladziemy (t,s) = (log|z1|,log|zs|). Niech
® = ®yy o bedzie dowolnym automorfizmem danym wzorem (3.5.4). Oznaczmy
(t',s") = (log |®1(2)],log |P2(2)]). Zauwazmy, ze (', s") = (log |a’|+t+k's, log |b'|+e€s).
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Poniewaz ®((0D) N C?%)) = (90®(D)) N CZ, stwierdzamy, ze

(¥(s),s") = (log|d'| + ¥(s) + k's, log V'] +- €s). (3.5.5)
A zatem ¢(s') —t' = ¢(s) — t. Innymi stowy
vo®d =v dla wszystkich & € Aut(D). (3.5.6)

Zdefiniujmy
u(z1, 22) 1= max {log |22], — log |22, — (v (21, 22))_1} . (21,22) € D.

Standardowy argument (aproksymacja i wyliczenie formy Leviego) pokazuje, ze u
jest plurisubharmoniczna. Ponadto, u jest funkcja wyczerpujaca na D. Za wzgledu
na (3.5.6) u spetnia kryterium Stehlé’a.

Zauwazmy, ze wlasnosé (3.5.5) w potaczeniu z (f) implikuja,

Y(log |b] + s) — ¥(s) = log |a| + ks.

Stad wynikaja zadane wtasnosci funkeji .

Odwrotnie, majac obszar D C C x C, spelniajacy (3.5.1) tatwo zauwazy¢, ze
odwzorowanie ® zdefiniowane wzorem (3.5.4) z b = €, a = e® i € = 1 jest automorfi-
zmem D. Wypisanie wzoréw na ®™ natychmiast dowodzi, ze grupa Aut(D) nie jest
zwarta. U

DowOD TWIERDZENIA 3.2.2. Jedli log D zawiera prostg afiniczng, to oczywiscie
grupa Aut(D) nie jest zwarta. W przypadku, gdy D"™P jest hiperboliczny, teza wynika
z Twierdzen 3.5.3 oraz 3.5.5. 0]

3.6. C x C,

W 1977 H. Skoda jako pierwszy odpowiedzial negatywnie na problem Serre’a.
Pokazal mianowicie, ze C*> ¢ &. Jego konstrukcja zostala pdzniej ulepszona przez
J.P. Demaillego w [Dem 1] - autor, jako funkcje przejscia wziat lokalnie state au-
tomorfizmy wielomianowe C2. Nastepnie, w [Dem 2] J.P. Demailly skonstruowat
kontrprzyktad do problemu Serre’a, w ktorym baza byt dysk lub ptaszczyzna.

Przypomnimy tu te konstrukcje i wskazemy jak zmodyfikowaé ja, aby mogta
stuzy¢ takze dla C x C,. Baza () jest dowolny obszar zawierajacy 3D. Kladziemy
Qo =Q\{-1,1}, Q1 = QU {1}, Qo = Qo U{—1}. Funkcje przejscia 7; ; : Q; x C* —
Q; x C?, i # j holomorficznej wiazki wldknistej E sa zdefiniowane nastepujaco:

70,1(2; 21, 22) = (3 21, 22 exp(z1u(7)),
7’072(55; 21, 22) = (@, 21 exp(zou(x)), 22)

oraz Ty o = Ty L0700, gdzie u(z) = exp(x21_1). Oczywiscie, dowolna plurisubharmonicz-

na funkcja V' na E indukuje funkcje¢ plurisubharmoniczng V; taka, ze V; = Vi o 1y, 5.
Idea dowodu polega na poréwnywaniu wartosci maksymalnych funkcji V; na polidy-
skach %]D) x (rD)?, r >> 1. Dokladniej, Demailly pokazal, ze

1 1
M (Vo, 5D, exp(r/32)) < M(Vp, 5D, exp(log’r)) +C, r>>1, (3.6.1)
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gdzie M(V,w,r) = max,«yp32 V a stala C nie zalezy od r. Kluczowsg role grata
logarytmiczna wypuktosé funkeji

(p,r) — M(V,pD,7), V € PSH(Q x C?),
Bezposrednie obliczenia pozwalaja uzyskaé¢ logarytmiczng wypuktosé funkeji

(pr) = pmax )V

dla dowolnej V € PSH(Q x C x C,). Tak wiec, rozwazajac M zamiast M, gdzie
M(V,w,r) = max,x,nxae) V i powtarzajac rozumowanie z pracy Demaillego, moze-
my zastapi¢ M przez M w nier6wnosci (3.6.1). To jednakze, w potaczeniu ze wspo-

mniang logarytmiczna wypuktoscia M dowodzi, ze C x C, nie lezy w klasie &.



ROZDZIAY, 4

Dodatek

4.1. Obszary kotowe i quasi-kolowe

Przypomnijmy definicje i podstawowe wlasnosci obszaréw quasi-kotowych. Niech
my, ..., m, beda wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi. Méwimy, ze obszar
D C C" jest (my,...,my,)-kotowy (lub krotko quasi-kotowy) jesli

(AN™zq,...,A"x,) € D dla dowolnych X € 0D, z = (z1,...,2,) € D. (4.1.1)

Jedli powyzszy wzér (4.1.1) zachodzi dla wszystkich A € D, to wéwczas obszar D
nazywamy (my, ..., my,)-zbalansowanym (krétko quasi-zbalansowanym lub zupetnym
quasi-kotowym).

Uwaga 4.1.1. Zgodnie z powyzsza definicja, obszar kotowy (zbalansowany) to ob-
szar (1,...,1)—kotowy (zbalansowany).

Dla m = (my,...,m,)-zbalansowanego obszaru D C C" definiujemy jego m-
funkcjonal Minkowskiego nastepujacym wzorem

ppm(z) :=inf{A>0: (A"™azy,...,\""x,) € D}, = (z1,...,2,) € C"
(4.1.2)
Funkcja ta posiada podobne wtasnosci jak standardowy funkcjonat Minkowskiego
obszaréw zbalansowanych. Czesé z nich mozna znalez¢é w [Nik|. Wymienimy te naj-
wazniejsze:

Upm(@™xy, ..., a™w,) = |ajup(z), ze€C" aeC, (4.1.3)
D={xeC": pupn(r) <1}, (4.1.4)
D jest pseudowypukly < log ip.», € PSH(D). (4.1.5)
Przyklad 4.1.2. Potézmy
q)j :C" > (/\1,...,)\n) — Z )\kl“')\kj eC (416)
1<k <..<k;<n
oraz O :=(Py,...,D,). (4.1.7)

Definiujemy G,, := ®(D"). Obszar G,, nazywamy zsymetryzowanym polidyskiem.
Nietrudno zauwazy¢, ze to zbiér (1,2,...,n) zbalansowany, ktéry nie jest kotowy.

4.2. Obszary Reinhardta

Powiemy, ze obszar D C C" jest Reinhardta jesli

(M1, ..., \x,) € D dla dowolnych (4.2.1)
My ooy A €D H = (29,...,2,) € D.

56
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Ponadto, jedli (4.2.1) zachodzi dla \{,...,\, € D, to D nazywamy zupelnym obsza-
rem Reinhardta.

Uwaga 4.2.1. Nietrudno zauwazy¢, ze D jest obszarem Reinhardta wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnego m = (my,...,m,) € N" obszar D jest m-kotowy.

Dla z € C? oraz € R™ potézmy log|z| := (log|z1],...,log|z,|) oraz exp(x) :=
(exp(x1),...,exp(z,)). Dla obszaru Reinhardta D C C" definiujemy jego obraz lo-
garytmiczny

log D :={x € R": exp(z) € D}. (4.2.2)
Whprost z definicji wynika, ze
D NC} = exp(log D),

gdzie exp(X) = {z : log|z| € X}, dla X C R™ A zatem, istnieje wzajemnie
jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy obszarami Reinhardta w C' a obszarami R"™ :

{obszary Reinhardta w CI'} 5 D + log D € {obszary w R"}.

Obszary Reinhardta maja strukture pozwalajaca na tatwag geometryczng inter-
pretacje (zob. [Jar-Pfl 5]). I tak na przyklad, mamy nastepujaca charakteryzacje
pseudowypuktych obszaréw Reinhardta:

Propozycja 4.2.2. Niech D C C" bedzie obszarem Reinhardta. Wtedy nastepujgce
warunki sg rownowazne

(i) D jest pseudowypukty
(ii) log D jest obszarem wypukiym i
Vict.m: DN(C7 x {0} xC"7) #£0 = DY) ¢ D,
gdzie DO = {\.z: Ae {11 xDx {1}, z e D}.

4.3. Roézne koncepcje hiperbolicznosci; hiperboliczno$é w obszarach
Reinhardta

Definicja 4.3.1. Powiemy, Ze obszar D C C" jest d-hiperboliczny (gdzie d jest
pseudoodlegtosciq Carathéodory’ego, funkcjg Lemperta bgdZ pseudoodlegtosciqg Ko-
bayashiego) jesli d(z,w) >0, o ile z # w.

Definicja 4.3.2. Powiemy, zZe obszar D jest hiperboliczny w sensie Brody’ego, jesli
dowolna funkcja holomorficzna f: C — D jest stata.

Zauwazmy, ze dowolny obszar ograniczony jest hiperboliczny w kazdym sensie
zdefiniowanym powyzej. Ponadto, mamy nastepujacy ciag implikacji:
¢ — hyperbolicznos¢ = k—hyperbolicznos¢ = k— hyperbolicznosc¢

=-hyperboliczno$¢ w sensie Brody’ego.

Whprowadzone pojecia hiperbolicznosci okazujg si¢ by¢ rownowazne w klasie pseu-
dowypuklych obszaréw Reinhardta (zob. [Zwo 1]). By sformutowaé to stwierdzenie
precyzyjniej, bedziemy potrzebowa¢ kilku pomocniczych oznaczen.
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Dla a € 2" i z € C7, ktadziemy

«

2% =2z

n

Dla macierzy A = (Ai)j:17,__7m7 k=1,.m € Mimn(Z)1b= (by,...,by) € CI" definiuje-
my:

Da(z) =2 = (zAl, L2 zecn (4.3.1)
D p(2) = (b2, .. b2, zeCn. (4.3.2)

Odwzorowania tej postaci bedziemy nazywaé elementarnymi algebraicznymi (badz
krétko odwzorowaniami elementarnyms).

Mozemy teraz przypomniec¢ klasyfikacje pseudowypuktych hiperbolicznych obsza-
row Reinhardta (zob. [Zwo 1]):

Twierdzenie 4.3.3. Niech D bedzie pseudowypuktym obszarem Reinhardta w C".
Nastepujgce warunki sg rownowazne:
(i) D jest hiperboliczny w sensie Brody’ego (Kobayashiego, Carathéodory’ego);
(i) (a) log D nie zawiera prostych afinicznych oraz
(b) DN\Vj jest albo pusty albo hiperboliczny (rozpatrywany jako obszar w C"1);
(i1i) D jest algebraicznie réwnowazny z ograniczonym obszarem Reinhardta, tzn. ist-
nieje A € My,,(Z), |det A| = 1 taka, Ze ®4(D) jest zbiorem ograniczonym oraz
(Pa)|p jest biholomorfizmem na obraz.

4.4. Brzegi Szylowa i Bergmana

Pojecie brzegu Bergmana-Szytowa zawdzieczamy zaréwno S. Bergmanowi jak
i G.E. Shilovowi. W 1931 roku S. Bergman, badajac funkcje holomorficzne dwoch
zmiennych wprowadzit pojecie brzegu wyrdéznionego (zob. [Ber]). Zauwazyt wowczas,
ze dla do$¢ duzej klasy obszaréw, dowolna funkcja holomorficzna wielu zmiennych jest
zdeterminowana przez swojej wartosci na wzglednie matym, domknietym podzbiorze
topologicznego brzegu obszaru. Fakt ten nie ma oczywiscie miejsca w przypadku
funkcji holomorficznych jednej zmiennej.

Nieco po6zniej, w latach 40-tych dwudziestego wieku, G.E. Shilov, badajac prze-
mienne algebry Banacha, wprowadzit pojecie brzegu minimalnego, nazywanego dzi-
siaj brzegiem Szylowa (zob. [Ge-Ra-Shi]).

Definicja 4.4.1. Niech D C C" bedzie otwartym zbiorem ograniczonym.
o Najmniejszy podzbiér domkniety A C D o tej wlasnosci, ze
VfeOD)NC(D)Jdaec A: |f(a)| =max{|f(z)|: z€ D}

nazywamy brzegiem Szytowa obszaru D i oznaczamy przez 0,D.
o Nagmniejszy podzbior domkniety B C D taki, ze

VfeOQ): DcQIbeB: |f(b)|=max{|f(z)|: =€ D}
nazywamy brzegiem Bergmana obszaru D 1 oznaczamy przez O,D.

Pokazuje si¢, uzywajac na przyktad Lematu Kuratowskiego-Zorna, ze brzegi Szy-
towa i Bergmana ograniczonego zbioru otwartego istnieja i sg dobrze zdefiniowane.
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Propozycja 4.4.2. Niech D C C" bedzie otwarty i ograniczony. Wowczas 0,D C
0sD C 0D.

Przyktad 4.4.3. Zauwazmy, ze:

(1) 9;b™ = 9,D™ = (9D)™;
(2) O;B, = OB, = IB,;
(3) dla obszaru D := {(z1,25) € C*: 0 < |z| <1, |2 < |z1]|7'¢%11} zachodzi:

(OD)? = 0,D G 0,D = {(z1,2) € C*: |z| <1, |z| = |z1|*l°g|21|}.

Po bardziej szczegdétowe informacje dotyczace brzegéw Szytowa i Bergmana od-
sylamy Czytelnika do [Fuks].

4.5. Odwzorowania holomorficzne wlasciwe

Definicja 4.5.1. Niech X,Y bedq przestrzeniami topologicznymi. Powiemy, Ze cig-
gte odwzorowanie f : X — Y jest odwzorowaniem wtasciwym jesli przeciwobraz
dowolnego zwartego podzbioru Y jest zwartym podzbiorem X.

Przypominamy tutaj najwazniejsze wtasnosci odwzorowan holomorficznych wta-
Sciwych. Po bardziej szczegdtowe informacje odsytamy czytelnika do ksiazek [Nar 2],

[Rud 2] oraz [KIi].

Twierdzenie 4.5.2 (zob. [Kli|). Niech f: X — Y bedzie cigglym odwzorowaniem
2 lokalnie zwartej przestrzeni X w przestrzen Hausdorffa Y. Jesli E jest podzbiorem
Y takim, ze f~Y(E) jest zwarty, to istnieje relatywnie zwarte otwarte otoczenie U
zbioru f~Y(E) oraz istnieje otwarty zbior V w'Y takie, ze f(U) CV oraz f : U —V
jest odwzorowaniem wlasciwym.

Twierdzenie 4.5.3 ([Rud 2]). Niech f: D — G bedzie odwzorowaniem holomor-
ficznym wiasciwym pomiedzy obszarami D, G w C". Wowczas f jest surjektywne
1 otwarte.

Oczywiscie powyzsze twierdzenie nie jest prawdziwe bez zalozenia holomorficzno-
Sci. Przyktadowo, C 3 z +— |z] € C jest ciagtym, niesurjektywnym odwzorowaniem
wlasciwym.

Twierdzenie 4.5.4 ([Rud 2]). Niech D,G bedg obszarami w C"™. Niech f: D — G
bedzie odwzorowaniem holomorficznym wlasciwym. Wowczas

(1) [ jest odwzorowaniem niezdegenerowanym, tzn. det|f'] Z 0;
(2) dla dowolnego wlasciwego zbioru analitycznego A w D jego obraz f(A) jest
wtasciwym zbiorem analitycznym w G.

W szczegolnosci, f(Vy) jest wlasciwym analitycznym podzbiorem G, gdzie Vy =

{z € D: det[f'(x)] = 0}.

Zachowujac oznaczenia z powyzszego twierdzenia wprowadzamy nastepujacg no-
tacje:



4.5. ODWZOROWANIA HOLOMORFICZNE WEASCIWE 60

Definicja 4.5.5. Punkt w € G nazywamy wartoscig regularng odwzorowania f jesl
w & f(Vy). W przeciwnym wypadku mowimy, ze w jest wartoscig krytyczna f.

Jedna z najwazniejszych wlasnosci odwzorowan holomorficznych wtasciwych jest
ich skoniczona krotnosé. Opisuje to ponizsze

Twierdzenie 4.5.6. Niech f bedzie odwzorowaniem holomorficznym wtasciwym po-
miedzy obszarami D 1 G w C". Wowczas istnieje liczba naturalna k taka, ze

#f N w) =k gdy w jest wartoéciq reqularng
oraz
#f N w) <k, gdyw jest wartoscig krytyczng odwzorowania f.
Liczbe k nazywamy krotnoscia odwzorowania f.

Z Twierdzenia 4.5.2 tatwo wynika, ze skonczona krotnos¢ jest cechg charaktery-
styczng jedynie dla odwzorowan lokalnie wtasciwych. Méwigc precyzyjniej:

Twierdzenie 4.5.7 ([Rud 2|). Zaléimy, Ze Q jest obszarem w C", f : Q — C"
odwzorowaniem holomorficznym oraz f~1(w) jest zbiorem zwartym dla kaidego w €
C". Ustalmy p € Q. Wowczas kazde otoczenie punktu p zawiera spojne otoczenie D
punktu p takie, ze restrykcja f do D jest odwzorowaniem wtasciwym z obszaru D na

obszar f(D).

Uwaga 4.5.8. Zauwazmy, ze odwzorowanie holomorficzne wtasciwe pomiedzy ob-
szarami w C" jest krotnosci 1 wtedy i tylko wtedy, gdy jest ono biholomorfizmem.

Przypusémy, ze f : X — Y jest odwzorowaniem holomorficznym pomiedzy ob-
szarami Riemanna X, Y. Jak wiadomo (zob. np. [Jar-Pfl 3]) f rozszerza sie do od-
wzorowania holomorficznego f X =Y pomiedzy obwiedniami holomorficznosci
obszarow X i Y. W sytuacji, gdy f jest odwzorowaniem biholomorficznym, rozsze-
rzajac f do odwzorowania holomorficznego ¥ — X natychmiast stwierdzamy, ze
f jest takze biholomorficzne.

Nasuwa sie tu naturalne pytanie, czy wtasciwo$¢ f implikuje wlasciwosé f . Po-
zytywna odpowiedZ daje nastepujace

Twierdzenie 4.5.9 ([Ker]). Niech X, Y bedg obszarami Riemanna nad C* oraz
f € Prop(X,Y). Niech f: X — Y bedzie rozszerzeniem odwzorowania f.

~

Wowczas f € Prop(j(\7 }7)

Powyzsze twierdzenie zostalo sformutowanie i udowodnione przez H. Kernera
w roku 1960 (zob. [Ker]). Jednakze w literaturze bardzo czesto spotykana i cyto-
wana jest jego szczegélna wersja, udowodniona 35 lat pézniej przez F. Berteloota
i S. Pinchuka, dotyczaca sytuacji gdy X i Y sa obszarami w C", ktorych obwiednie
holomorficznoséci réwniez sg obszarami w C". Dlatego tez podamy tu szkic dowo-
du Twierdzenia 4.5.9 pochodzacy z [Jar-Pfl 3]. W tym celu potrzebowaé bedziemy
nastepujacego wyniku:
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Lemat 4.5.10. Niech X,Y bedqg obszarami Riemanna nad C" i niech F': X —Y
bedzie odwzorowaniem holomorficznym. Zatoimy, ze X jest pseudowypukty. Wowczas
nastepujgce warunki sq rownowazne:
(1) F jest odwzorowaniem wlasciwym;
(2) dla dowolnej funkeji f € O(X) istnieje k € N oraz istniejg ¢, . .., ¢, € O(Y)
takie, ze

Jt Z o) ff =0.
Dow6D TWIERDZENIA 4.5.9. Niech a: X — X, 8:Y — Y beda maksymal-

nymi rozszerzeniami holomorficznymi. Ustalmy f € O(X\ ). Na mocy Lematu 4.5.10
istnieje k € K oraz istniejg funkcje ¢y, ..., cp € O(Y) takie, ze

k
(Foa) + 3 (e 0 F)(J o) =,
j=1
Niech ¢; € O(Y') bedzie rozszerzeniem ¢j, tzn. ¢; € O(Y) oraz ciof=c;,j=1,...,k.
Na mocy zasady identycznosci
k
Z ¢;jo F = .
Ponowne uzycie Lematu 4.5.10 konczy dowdd. U

Przyktad 4.5.11. (A). Zbiér Prop(D™, D") sklada sie z odwzorowan postaci
f(Z) = (BI(ZO'(]_))7'"7BTL(’ZO'(TL)))) z EDn,

gdzie By, ..., B, sa niestalymi, skoniczonymi iloczynami Blaschkego, nato-
miast o jest permutacja n elementows.
(B). Twierdzenie Alexandera ([Ale])

Prop(B,,B,) = Aut(B,) ={Uox,: UcU(C"), aeB,}, n>2

gdzie U(C™) oznacza grupe izomorfizméw unitarnych przestrzeni C", nato-
miast dla a € (B,,).

) e L VI TllPAlelPz = ¢ a)e) —lalPa+ ¢z, a)a
X = al? 1—(z,a)

oraz Xo := id.
4.6. Rozmaitosci Steina

Przypominamy tu podstawowe fakty dotyczac rozmaitosci Steina, ktore bedg nam
w dalszej czesci potrzebne. Po bardziej szczegbétowe informacje odsytamy czytelnika
do [Hor].

Definicja 4.6.1. Niech M bedzie rozmaitosciqg zespolong wymiaru n. Mowimy, Ze
M jest rozmaitoscig Steina jesli spetnione sq nastepujgce warunki:

(1) M jest przeliczalna w nieskoriczonosci.
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(2) (Holomorficzna wypuktosé) Dla dowolnego zbioru zwartego K CC M jego
otoczka holomorficznosci IA(@(M) ={z e M : |f(2) < maxg|f|, [ €
O(M)} jest zwartym podzbiorem M.

(3) (Holomorficzne rozdzielanie) Dla dowolnych z,w € M, z # w, istnieje funk-
cja f € O(M) taka, ze f(z) # f(w).

(4) Dla dowolnego z € M istniejg funkcje fi,..., fn € O(M) tworzqgce w oto-
czeniu punktu z lokalny uktad wspotrzednych.

Przypomnijmy podstawowe wtasnosci rozmaitosci Steina:

Twierdzenie 4.6.2.

a) Obszar Q@ C C" jest Steina wtedy i tylko wtedy gdy jest obszarem holomor-
ficznosci.

b) (Twierdzenie Grauerta) M jest rozmaitoscig Steina wtedy i tylko wtedy gdy
M jest rozmaitosciqg zespolong, na ktorej istnieje Scisle plurisubharmoniczna,
funkcja wyczerpujgca.

¢) Bycie rozmaitoscig Steina jest niezmiennikiem odwzorowan biholomorficz-
nych.

d) Holomorficznie wypukle obszary Riemanna sq rozmaito$ciami Steina.

Zaznaczmy tutaj, ze fakt, iz obwiednie holomorficznosci zwykle nie sa obszara-
mi w C" (a tworza ,wielolistne” obszary nad C", czyli tzw. obszary Riemanna) byt
jednym z gtownych powoddéw dla ktorego w 1951 roku K. Stein wprowadzil nowa
klase - rozmaitosci Steina (wspomnijmy, zZe nazwa ta zostala po raz pierwszy uzyta
juz w 1952 przez H. Cartana). Jak sie bowiem okazuje, obwiednia holomorficznosci
obszaru jest obszarem, ktory zwykle ,nie miesci sie” w C", ale tworzy wielolistny
obszar nad C", mianowicie obszar Riemanna. Definicja rozmaitosci Steina jest natu-
ralna i pozwala oczekiwacé, ze geometryczna teoria funkcji analitycznych zachowuje
sie na nich podobnie jak na obszarach holomorficzno$ci.

Jak sie okazuje, bycie rozmaitoscia Steina jest niezmiennikiem odwzorowan ho-
lomorficznych wtasciwych:

Twierdzenie 4.6.3 ([Nar 1], (zob. takze [Gra] oraz [Jar-Pfl 3])). Niech X|Y bedg
rozmaitosSciami zespolonymi oraz niech F : X — 'Y bedzie odwzorowaniem holomor-
ficznym wlasciwym z X na Y. Zatozimy, ze wtokna F sq zbiorami dyskretnymi w X.
Wowczas

X jest Steina <=Y jest Steina.

4.7. Holomorficzne wigzki wldékniste

Definicja 4.7.1 (Holomorficzna wiazka wtoknista). Niech E, B, X bedq rozmaito-
sciami zespolonymi. Niech m : E — B bedzie odwzorowaniem holomorficznym. Powie-
my, ze para (E,1I) jest holomorficzna wiazka wtoknista, jesli dla dowolnego punktu
b € B istnieje jego otoczenie U i odwzorowanie biholomorficzne h: m=Y(U) — U x X
takie, ze

projy h = 7|1 (v, (4.7.1)
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gdzie proj; oznacza rzutowanie na U. Ponadto, odwzorowanie h pojawiajgce sie
w (4.7.1) nazywamy trywializacja.

Przyktad 4.7.2. Najprostszymi przyktadami holomorficznych wigzek wtoknistych
sg iloczyny kartezjanskie

BxX — B,
z baza B i wtéknem X. Takie wiazki (badz te biholomorficzne z nimi) nazywamy
wigzkami trywialnyms.

Definicja 4.7.3. Niech E bedzie dowolng wigzkq widknistq z wioknem X. Automor-
fizmy postaci

To3 = Ta O Tgl € Aut((Q, N Q) x X),
gdzie T,, Tg sq trywializacjami (ze skojarzonymi obszarami Q, x X,Qg x X, odpo-
wiednio) sq tak zwanymi funkcjami przejscia.

Zauwazmy, ze wprost z definicji wynika tozsamos¢:
T8O T3y =Tany ha (2aNQeNQ,) xX. (4.7.2)
Odwréémy teraz te procedure. Majac obszary (2,), i rodzine funkcji (74,8)a,s €

Aut((Q,NQs) x X) spetiajacych warunek (4.7.2) mozemy zdefiniowa¢ holomorficzna
wiazke wtoknisty z baza B = |, (2, 1 wloknem X w nastepujacy sposéb:

Ez(U&axXO/N, (4.7.3)

sklejajac Q, x X poprzez identyfikacje: (24, 2a) ~ (23, 23) wtedy 1 tylko wtedy, gdy
To =g € Qo N Qg oraz 7, 5(s, 23) = (Tas Za)-
A zatem, mozemy zalozy¢, ze wszystkie rozwazane wiazki widkniste sa postaci

(4.7.3).

4.8. Funkcja jagdrowa Bergmana

Niech D bedzie obszarem w C". Przez L} (D) oznaczamy zbiér funkcji holomor-
ficznych na D catkowalnych z kwadratem. Jest to osrodkowa przestrzen Hilberta
z iloczynem skalarnym

(f.9)i= [ fgdc™, f.ge Li(D).

Norme indukowana przez ten iloczyn oznaczamy przez ||f||p := +/{f, [), [ € Li(D).
Nietrudno zauwazy¢ (uzywajac na przyktad wzoru catkowego Cauchy’ego), ze dla

dowolnego z € D ewaluacja
Li(D)> fr f(z) €C
jest cigglym funkcjonatem liniowym. Twierdzenie Riesza o reprezentacji daje istnie-
nie funkcji kp(-,2) € L(D), z € D spelniajacych nastepujaca wlasnosé reprodukcji
(f.kp(-,2)) = f(2), feLy(D), z€D.

Funkcje kp : D x D — C nazywamy funkcjq jedrowg Bergmana.

Ponizej przedstawiamy cze$¢ najwazniejszych wtasnosci funkcji Bergmana. Po
bardziej szczegbélowe wlasnosei odsytamy czytelnika do monografii [Jar-Pfl 2].
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Twierdzenie 4.8.1. Niech D, G bedg obszarami w C". Wowczas
(1) kp(z,w) = kp(w, 2), z,w € D;
(2) (z,w) — kp(z,W) jest funkcjg holomorficzng na D x D;
(8) dla dowolnego odwzorowania biholomorficznego F : D — G

kao(F(2), F(w)) det[F'(2)]det[F"(w)] = kp(z,w), z,w € D;
(4) bardziej ogdlnie: jeéli F:D—G jest odwzorowaniem wiasciwym to
ka(w, F(2))det[F'(2)] Zdet U (w)]kp(Ui(w),z), z€D, weQG,
gdzie F~1 ={Uy,. .., Uk}.

Przyktad 4.8.2. Zachodza wzory:

1 n
kpn(z,w) = —HH — z,weD",
i
n! 1
k]Bn<z7w) = 7(1 - <Z7w>)_(n+ )7 Z,w € Bn
7-(-71

4.9. C-wypuklosé

Wiadomo, ze obszar 2 C R" jest zbiorem wypuktym, jesli jego przeciecie z dowol-
ng prosta rzeczywista jest Sciggalne (to znaczy jest spéjne i jednospéjne). A zatem,
w naturalny sposob wprowadza sie pojecie C-wypuktosci:

Definicja 4.9.1. Powiemy, zZe obszar 2 C C" jest C-wypukty, jesli jego przeciecie
z dowolng prostg zespolong jest zbiorem sciggalnym.

Pokazuje sie, ze dla dowolnego obszaru D C C™ mamy nastepujacy cigg implika-
cji:
D jest wypuklty = D jest C-wypukly = D jest pseudowypukty.
Interesujacy jest nastepujacy fakt (zob. [Jac]):

Twierdzenie 4.9.2. Niech Q0 C C" bedzie ograniczonym obszarem C-wypuktym
2 brzegiem klasy C2.
Wowczas odleglosé Carathéodory’ego i funkcja Lemperta obszaru €2 pokrywajg sie.

4.10. Twierdzenie Kroneckera

Powiemy, ze liczby rzeczywiste ayq, .. ., au, sa Z-liniowo niezalezne jesli dla dowol-
nych z1,...,z, € Z zachodzi nastepujaca implikacja:
T+ ...+ € = 11 =...=2x,=0.
Ponadto, powiemy, ze o, ..., a, € R sa Q-liniowo niezalezne jesli dla dowolnych
x1, ..., T, € Q zachodzi implikacja
T+ ... +2,0, =0 = z7=...=2x,=0.
Zauwazmy, ze o, . .., Q, sg Z-liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy liczby

1, a1, ..., q, sg Q-liniowo niezalezne.
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Nastepujacy wynik mozna znalez¢ w [Har-Wri]

Twierdzenie 4.10.1 (Twierdzenie Kroneckera). Zatéimy, ze oy, ..., an s¢ Z linio-
wo niezalezne. Wowczas zbidr {(e*™ Fer . ¥ kan): p e N} jest gesty w (OD)".

4.11. Réwnanie Pella
Roéwnanie diofantyczne postaci
2* —ny® =1, (4.11.1)

gdzie x i y sa liczbami oraz n jest liczba naturalng niebedaca kwadratem zadnej
liczby catkowitej, nazywamy rownaniem Pella.

Lagrange pokazat, ze dla dowolnej liczby naturalnej n nie bedacej kwadratem
liczby catkowitej, réownanie (4.11.1) ma nieskoniczenie wiele rozwiazan.

W V wieku p.n.e. w Indiach i Grecji rozwazane bylo réwnanie Pella z n = 2.
Powodem byl jego zwiazek z liczba v/2 - jesli i y sa rozwiazaniami tego réwnania,
to % jest ,dosé¢ dobra” aproksymacija v/2.

Tej samej idei uzywat pézniej Archimedes do aproksymaciji v/3.

W 250 p.n.e. Diophantus rozwazat ogélniejsza posta¢ rownania Pella:

v? —ny® =c, (4.11.2)

gdzie x i1 y sa liczbami catkowitymi, n € N, ¢ € Z.

Jak sie okazuje, réwnanie to nie zawsze musi mie¢ rozwiazanie (mozna tatwo
sprawdzi¢, 2% — 3y? = —1 nie ma rozwiazania w liczbach calkowitych).

Pokazuje sie, ze jesli réwnanie (4.11.2) posiada rozwiazanie, to ma ich woéwczas
nieskonczenie wiele.

Po duzo wiecej informacji i glebszy rys historyczny dotyczacy rownania Pella
odsytamy zainteresowanego czytelnika do [Bar]
4.12. Klasyczne obszary Cartana

Definicja 4.12.1. Obszar D C C" nazywamy obszarem symetrycznym, jesli dla
dowolnego a € D istnieje p € Aut(D) taki, ze p* = id, p(a) = a oraz a jest punktem
izolowanym zbioru Fix(¢) :={z € D : p(z) = z}.

Zgodnie z twierdzeniem Cartana, wszystkie, poza przypadkiem gdy n = 16 lub
n = 27, nierozktadalne, ograniczone symetryczne obszary sg holomorficznie réwno-
wazne jednemu z nastepujacych obszarow:

Ry™ ={z€ Mpm(C): 1—22"> 0},
Ry ={2€ M, (C): 1—22">0, z=2"},
Riyr={2€Mp,(C): 1—22">0, z=—2"},

b=z €C": |+ .+ 2|+ 12z +...+|z>) >0, |2 +.. .+ 22 <1}

Ponizej przedstawiamy podstawowe geometryczne wlasnosci tych obszaréw. Za-
interesowanego czytelnika odsytamy do [Hua).
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(1) OsRY™ =U, gdzie U to zbiér macierzy unitarnych.
Grupa automorfizméw R7" sktada sie z odwzorowan

z (Az+ B)(Cz+ D)™,

A B
¢ D

-1 0
0 1
W szczegblnosci, grupa automorfizméw zachowujacych 0 sktada sie z odwzo-
rowan postaci z — uzv, gdzie u,v € U.
(2) Ry =UNM;, ,(C).

Grupa automorfizméw R}, sktada sie z odwzorowan
z (Az+ B)(Cz+ D)™,

A B
C D

gdzie macierz blokowa M = < > € Moy, 2,(C) spelnia warunki:

MHM = H, H= ( ) € Maopon(C), det M = 1.

gdzie macierz blokowa M = ( ) € Mapxon(C) spelia warunki:

. B " - (-1 0 ([ 0 1
M*HM = H, M'JM = J, H—< 0 1 , J = 10 |
Tak wigc, podgrupa automorfizméw zachowujacych 0 sktada si¢ z odwzoro-
wan postaci z — uzu!, gdzie u,v € U.
(3) OsRYy ={x el : z=—a'}.

Grupa automorfizméw R7;; sktada si¢ z odwzorowan
z+ (Az+ B)(Cz+ D)™,

A B

C D > € Moy, 2,(C) spelnia warunki:

gdzie macierz blokowa M = <

0 1 10

Podgrupa automorfizméw zachowujacych 0 sktada sie z odwzorowan postaci
2 uzu', gdzie u,v €U, u = —u', v = —0".
(4) O,RY, ={ez: 0 € R, x € S"1 } gdzie S"! oznacza n — 1—wymiarowy sfere
jednostkowa w R".
Grupa automorfizméw Ry sktada sie z odwzorowan

ZH{[(;(z-zﬂ),;(z-z_1)>Af+th} C)}_l
1

1 LA : t}
(2(2 SRR 1))0 +ptl
gdzie A € My5(C), B € M5, (C), C € M,,»(C) oraz D € M,,,(C) spelniaja

zwigzki:

M*HM = H, M'KM = K, H:<_1 0),[{:(0 1).

. B (A B (1, 0
MGM' =G, detM =1, M_<O p)-e={¢ 1 )



Spis symboli

Symbole ogélne

N - zbior liczb naturalnych: 1,23, .. .;
Z - 7zbiér liczb catkowitych;
Q - zbior liczb wymiernych;
R - zbiér liczb rzeczywistych;
C - zbidr liczb zespolonych;
D={z€C: |z <1} - kolo jednostkowe na ptaszczyznie zespolonej;
A(r,R) ={2€ C: r < |z| < R} - pierscien, r < R, R > 0
A(r) = A(%,r), r>1;
2l = a2+ fzal?, 2 = (21, 20) €CY
B, ={z € C": ||z]| < 1} - kula euklidesowa w C";
|29 = |z1]®t o zn®y 2= (21,000, 2) €CM = (aq, ..., a) € RY
L™ - n—wymiarowa miara Lebesgue’a;
LM - miara Lebesgue’a na podrozmaitosci M;
O(M, N) - zbiér odwzorowan holomorficznych pomiedzy rozmaitosciami M
oraz IN;
O(M)=0(M,C);
O*(M) = O(M,C*);
PSH(D) - zbiér funkcji plurisubharmonicznych na obszarze D C C™;
Mm(K) - przestrzen macierzy n x m wymiarowych o wspétezynnikach ze
zbioru K;
52 (K) - przestrzen symetrycznych macierzy n x m wymiarowych o wspot-
czynnikach z K;
a' - transpozycja macierzy a € M, ,,(C);
a* - inwolucja (samosprze¢zenie) macierzy a € M,, ,,,(C);
(z,w) = 21W1 + ... 2,W,, z,w € C" - iloczyn skalarny w C™;
zow = (z1w1, ..., 2,Ww,), z,w € C"
Aut(D) - grupa automorfizméw obszaru D C C" wyposazona w topologie
zbieznosci lokalnie jednostajnej;
Prop(D, G) - zbiér odwzorowan holomorficznych wlasciwych pomiedzy ob-
szarami D C C" i G c C™;
p(z) - promient spektralny macierzy € M,, ,(C);
Fix(p) - zbiér punktéw statych odwozorowania ¢.
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Rozdzial 1

E - tetrablok; . ... 7
kp - funkcja jadrowa Bergmana; ............ ... . L. 8
Pp - projekcja Bergmana; ......... ... 8
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2llm =25y lz]™, 2 € Chym € NP oo 10
B, m(0) :={z € C": ||x|[m <} oo 10
U - zbidr macierzy unitarnych; ....... ... o 17
Vo - AUtOMOTfizIM TRyy; e 17
ID.m - quasi- funkcjonat Minkowskiego obszaru D; ..................... 56
Gy, - zsymetryzowany polidysk; . ... 56
Dy, Dayp - odwzorowania elementarne algebraiczne; .......... ... ... .. 58
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M = Uy Vi e 30
(D ) e 30
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2 35
DI P 35
log D - obraz logarytmiczny obszaru Reinhardta D; .................... 57
EXD D 57

Rozdzial 3

G - klasa pseudowypuktych obszarow D, dla ktorych odpowiedz na problem
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